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Lemme 1. Soient ag,...,an—1 € C, et A € M, (C) la matrice

agn ar ... Qp-1
ap—-1 4aAg ... QAp—2
9
aj as ... ag
n—1
dite matrice circulante. Soient P = E apX¥, et w=en . Alors
k=0

Sp(A) = {P(Wr);0<k<n—-1}

Démonstration. En posant U € M,,(C) la matrice de permutation

010 ...0
0 01 0
000 ... 1
100 0

on remarque que A = P(U). Or U est une matrice compagnon, de polynéme caractéristique X" — 1,
dont les racines sont les w¥, 0 < k < n—1. On en déduit que Sp(U) = {w*; 0 < k < n — 1}, puis que

Sp(A) = {P(w*); 0 <k <n-—1}. [ |
Théoréme 2. Soient 20 = (250), e ZTSO)) e C, et (M) pen la suite récurrente définie par
NI A S At N R S o SV (1)
2 2 2 2
Alors (z(k))keN converge vers (g,g,...,9) € C", ou g € C est l’isobarycentre de z%o), e ,27(10).

Démonstration du théoréme. La relation de récurrence (1) se réécrit

2D = AR vk e N, (2)
o A € M, (C) est la matrice
11
53 3 0 0
0 35 3% 0
3 00 2



On a donc

2K = AR, yE e N.

D’apreés le lemme 1, les valeurs propres de A sont les A\, = 1+2wp, 0 <p<n—1; comme elles

sont deux & deux distinctes, on en déduit que A est diagonalisable : il existe @@ € GL,(C) tel que
A = Qdiag(Xg, ..., \p—1)Q L. Il s’ensuit que, pour tout k € N, A* = Qdiag(\,...,\*_)Q~L.
Or, Ao = 1, et pour tout p € {1,...,n — 1}, |A| < 1, donc la suite (A*)xen converge vers A® =
Q diag(1,0,...,0)Q ", ce qui entraine que la suite (2(F)),cy converge vers 22 = A%2(0),

Par passage a la limite dans la relation (2), on obtient 2 = A®2°°; autrement dit, 2° appartient
au sous-espace propre de A% associé a la valeur propre 1. Ce sous-espace propre est de dimension 1,
puisque A est semblable a diag(1,0,...,0). En outre, le vecteur 7 = (1,1,...,1) € C" appartient
également & E1(A™) : en effet, il suffit d’observer que Am = 7 (A est stochastique!), d’ott A7 =,
pour tout k € N, et A7 = 7, par passage a la limite. En conséquence, Ej(A>) = Vect(w), d’ou
I'existence d’un élément z € C tel que 2 = (z, 2, ..., 2).

Il reste & vérifier que z est lisobarycentre de z§0), .. .,zéo). Soit g cet isobarycentre. On vérifie

s . . . k k
aisément par récurrence que, pour tout k € N, g est également l'isobarycentre de z§ ), .. ,zq(1 )7 ce
qui entraine que g est 'isobarycentre de z, z, ..., 2, c’est-ad-dire z. Par conséquent, le théoréme est

démontré. |




