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Théorème. Soit d ∈ N∗, (e1, ..., ed) la base canonique de Rd, (Xn)n∈N suite de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme surE = {e1,−e1, ..., ed,−ed},
S0 = 0 et Sn =

n∑
k=1

Xk, alors le nombre moyen de passages en 0 est fini si et seulement si

d ≥ 3, autrement dit

E

(
+∞∑
n=0

1(Sn=0)

)
< +∞⇐⇒ d ≥ 3

Démonstration.
Etape 1 : Calcul de E

(
+∞∑
n=0

1(Sn=0)

)
On a par théorème de Fubini-Tonnelli dans R+ ∪ {+∞}

Σ := E

(
+∞∑
n=0

1(Sn=0)

)
=

+∞∑
n=0

P(Sn = 0) =
+∞∑
n=0

P(S2n = 0)

car pour n ∈ N, on a P(S2n+1 = 0) = 0 parce qu’en 2n+ 1 pas on ne peut pas revenir en 0.
On considère pour n ∈ N,

fn :
Rd −→ C
x 7−→ ϕSn(2πx)

Or, pour x ∈ Rd, par théorème de transfert,

fn(x) =
∑

k∈Zd∩B1(0,n)

P(Sn = k)e2iπ〈k,x〉
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Puis, comme Zd ∩B(0, n) est fini, par linéarité de l’intégration∫
[0,1]d

fn(t)dt =
∑

k∈Zd∩B(0,n)

P(Sn = k)

∫
[0,1]d

e2iπ〈k,x〉dx︸ ︷︷ ︸
=δ0(k)

= P(Sn = 0)

De plus, par indépendance et identique distribution des Xk, on a

fn(x) =
n∏
k=1

ϕXk
(2πx) = (ϕX1(2πx))n

On considère donc f :
Rd −→ C
x 7−→ ϕX1(2πx)

.

Ainsi, pour x ∈ Rd, on a par théorème de transfert

f(x) =
d∑
j=1

1

2d

(
e2iπxj + e−2iπxj

)
=

1

d

d∑
j=1

cos(2πxj)

En particulier f est à valeurs dans [−1, 1] et f2n = (fn)2 à valeurs positives.
Ainsi par Fubini-Tonelli

Σ =
+∞∑
n=0

P(S2n = 0) =
+∞∑
n=0

∫
[0,1]d

f2n(t)dt =
+∞∑
n=0

∫
[0,1]d

(f(t))2ndt =

∫
[0,1]d

+∞∑
n=0

(f(t))2ndt

Puis comme f 2 6= 1 presque partout,

Σ =

∫
[0,1]d

1

1− (f(t))2
dt

Etape 2 : Intégrabilité de f

Remarquons que f(x) =
x→0

1
d

d∑
j=1

(1− 2π2x2j + o(x2j)) = 1− 2π2

d
‖x‖22 + o(‖x‖22), d’où

(f(x))2 =
x→0

(
1− 2π2

d
‖x‖22 + o(‖x‖22)

)2

=
x→0

1− 4π2

d
‖x‖22 + o(‖x‖22)

Ainsi 1− (f(x))2 =
x→0

4π2

d
‖x‖22 + o(‖x‖22) puis 1− (f(x))2 ∼

x→0

4π2

d
‖x‖22.

Ainsi 1
1−f2 est intégrable au voisinage de 0 si et seulement si 1

‖x‖22
l’est.

Or par changement de variable∫
[0,1]d\{0}

1

‖x‖22
dx =

∫ 1

0

∫
Sd−1(0,1)

1

r2
rd−1drdθ =

∫
Sd−1(0,1)

dθ

∫ 1

0

1

r3−d
dr

D’où 1
1−f2 est intégrable au voisinage de 0 (et de (1, ..., 1) par périodicité) si et seulement si

d ≥ 3.
Par conséquent 1

1−f2 est intégrable sur [0, 1]d\ si et seulement si d ≥ 3, ce qui montre bien

E

(
+∞∑
n=0

1(Sn=0)

)
< +∞⇐⇒ d ≥ 3
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Corollaire. Si d ≥ 3 alors presque sûrement la marche aléatoire part à l’infini ie

P(‖Sn‖1 −→n→+∞
+∞) = 1

Démonstration.
Comme d ≥ 3, on a, d’après le théorème précédent,

+∞∑
n=0

P(Sn = 0) < +∞.

Donc, d’après le lemme de Borel-Cantelli,

P

(⋂
n∈N

⋃
m≥n

(Sm = 0)

)
= P

(
limsup
n→+∞

(Sn = 0)

)
= 0

Autrement dit l’état 0 est un état transcient.
Or la marche aléatoire est irréductible, donc tous les états sont transcients :

P

(⋂
n∈N

⋃
m≥n

(Sm = k)

)
= 0

Ainsi, pour tout q ∈ N∗,

P

(⋂
n∈N

⋃
m≥n

(‖Sm‖1 < q)

)
=

∑
k∈B(0,q)∩Zd

P

(⋂
n∈N

⋃
m≥n

(Sn = k)

)
= 0

D’où

P

(⋃
n∈N

⋂
m≥n

(‖Sm‖1 ≥ q)

)
= 1− P

(⋂
n∈N

⋃
m≥n

(‖Sm‖1 < q)

)
= 1− 0 = 1

Ce qui montre bien, par intersection dénombrable d’événements presque sûrs, que

P(‖Sn‖1 −→n→+∞
+∞) = P

 ⋂
q∈Q∗

+

⋃
n∈N

⋂
m≥n

(‖Sm‖1 ≥ q)

 = 1

Corollaire. (S’il reste du temps) Si d ≤ 2 alors presque sûrement la marche passe une
infinité de fois par 0, ie

P (sup(n ∈ N, Sn = 0) = +∞) = 1

Démonstration.
On note T = sup(n ∈ N, Sn = 0), alors on a P(T < +∞) =

+∞∑
n=0

P(T = n).

Or, pour n ∈ N, par indépendance

P(T = n) = P

(
(Sn = 0) ∩

⋂
m>n

(
m∑

j=n+1

Xj 6= 0

))
= P(Sn = 0)P

(⋂
m>n

(
m∑

j=n+1

Xj 6= 0

))
︸ ︷︷ ︸

=P

( ⋂
m>0

(
m∑

j=1
Xj 6=0

))
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Donc

P(T < +∞) = P

(⋂
m>0

(
m∑
j=1

Xj 6= 0

))
+∞∑
n=0

P(Sn = 0) = P(T = 0)E

(
+∞∑
n=0

1(Sn=0)

)

Or, comme d ≤ 2, E
(

+∞∑
n=0

1(Sn=0)

)
= +∞, donc comme l’égalité précédente a lieu dans [0, 1],

on a P(T = 0) = 0 puis P(T < +∞) = 0.
Par conséquent P(T = +∞) = 1.
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