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Problémes d’extrema

Exercice 1 Recherche d’extrema

Déterminer les points critiques des fonctions suivantes, définies sur R2, et préciser leur
nature :

— 2 2 4
L. f(z,y) =2 —y° + 7,
2. g(x,y) = 2° +y° — 3zy.

Exercice 2 FEztrema en fonction d’un paramétre

Discuter, en fonction du parameétre A € R, la nature des extrema de la fonction
fla,y) =y(@® +y* =2)y), (z,y) €R®.

Exercice 3 Triangle

Soit ABC un triangle du plan. Trouver le point qui réalise le minimum de M A? + M B? +
MC?, ott M varie dans le plan du triangle.

Exercice 4 FExtrema sur un fermé
Etudier les extrema de la fonction f(z,y) = 23y*(1 — z — y) définie sur (R )2

Exercice 5 Infimum du gradient
Soit f : R" — R, une fonction de classe C'. Déterminer inf,crn |V f(2)]|.

Exercice 6 Recherche d’extrema liés

Soit a > 0 un réel strictement positif. On considére la fonction
f:(z,y) € R? s 2,
Etudier les extrema relatifs de la fonction f sur ’ensemble

S={(z,y) eR?: 2 + ¢y’ +x+y=4}.

Exercice 7 Distance d’un hyperplan a une spheére
Soient S”~! la sphére unité de R” et H = {z € R" : (z,v) = a}, ot v € R™ et a > 0 sont
fixés. Déterminer la distance de I'hyperplan H & la sphére S*~ 1.

Exercice 8 Inégalité arithmético-géométrique
1. Soient a7, ..., a, des nombres réels strictement positifs tels que a3 + ...+ a, = 1. On
considére

K = {a? e (RP"™: Zn:ajxj = 1},
j=1



et pour tout x € K, on pose f(z) = 7" ...z, Calculer le maximum de f sur K et en
déduire I'inégalité suivante :

vz € (Ry)",
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Caractériser le cas d’égalité.

2. Parmi tous les parallélépipédes rectangles de volume V donné, quel est celui dont la
surface est minimale ?

Exercice 9 Caractérisation de SO, (R)

Montrer que SO, (R) est 'ensemble des matrices de SL,(R) qui minimisent la norme eu-
clidienne canonique de M, (R).

Exercice 10 Inégalité d’Hadamard
A Taide du théoréme des extremas liés, démontrer I'inégalité suivante,

n
Vor,..., o0 €RY, | det(vr,. . vn)| < [T vl
j=1

ot || - || désigne la norme euclidienne, et caractériser les cas d’égalité.

Exercice 11 Une partie de billard

Montrer qu’il existe une trajectoire fermée a trois rebonds sur tout billard elliptique.

Exercice 12 Descente de gradient

Soit f : R™ — R une fonction strictement convexe et coercive, i.e. telle que f(z) — +oo
lorsque ||z|| = +o0.

1. Montrer que f admet son minimum sur R"™ et que ce minimum est atteint en un point
unique x*.

On suppose maintenant que f est différentiable en tout point de R™. On fixe xog € R",
a > 0 et on définit ensuite récursivement la suite (x,),>0 par

Vp >0, xpp1=xp—aVf(zy).

2. On suppose que I'application V f est L-lipschitzienne pour un certain L > 0.
2a. Montrer que pour tout p > 0,

Flapen) < Fap) — (1= 220) [ f(a) 2

2b. On suppose maintenant que o < 1/L. Déduire de 'inégalité précédente que pour tout
p=0,

[ (@) < Jap) + (VF(@p). 25 = a%) = SV (@)

* 1 *1(12 *(|2
:f(x)Jr%(pr—w 1# = flzps1 —2*|%) .

2c. Montrer que pour tout p > 1,

flwp) = f(27) lzo — 2|,

< -
~ 2pa



3. On suppose toujours que V f est L-lipschitzienne mais on suppose de plus que f est
m-fortement convexe, i.e. que la fonction z — f(z) — Z[|z||? est convexe.

3a. Montrer que pour tout z,y € R",

) = f(@) + (V@) —2) + 5 |z =y

3b. Montrer que si « est plus petit qu'une certaine constante ne dépendant que de m et
L, alors il existe ¢ €]0, 1] tel que

Vp 20, |y -2t < llzo — 2.



