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Topologie dans les espaces métriques

Exercice 1 Théoréme de prolongement des applications uniformément continues

Donner un contre-exemple au théoréme de prolongement des applications uniformément
continues lorsque 'espace d’arrivée n’est pas complet.

Exercice 2 Prolongement des fonctions hélderiennes

Soit @ € (0,1), © un ouvert de R" et C%%(Q) I'ensemble des fonctions a-hélderiennes
définies sur © a valeurs réelles. Montrer que C%%(Q) = C%*(Q), i.e. que les fonctions a-
hélderiennes sur un ouvert €2 de R™ sont les restrictions a €2 des fonctions a-holderiennes
sur ’adhérence de €.

Exercice 3 Contre-exemples au théoréeme du point fixe
Trouver des espaces métriques (E, d) et des applications f qui satisfont :

1. f est contractante de FE dans lui-méme mais n’admet pas de point fixe car E n’est pas
complet.

2. F est complet, f est contractante mais n’admet pas de point fixe car n’applique pas F
dans lui-méme.

3. E est complet, f applique cet espace dans lui-méme mais est sans point fixe malgré que

V(z,y) € B2, d(f(z), f(y)) < d(z,y).

4. E est complet, f: F — E est non contractante et admet un unique point fixe.

5. E est complet, f envoie F dans E et admet plusieurs points fixes.

Exercice 4 [térée contractante

Soit (E,d) un espace métrique complet et f : F — E. On suppose qu’il existe p € N* tel
que fP (f composée p fois) soit contractante. Montrer que f admet un unique point fixe
dans F et que pour tout xg € F, la suite des itérées de xg par f converge vers a.

Exercice 5 Théoréeme de point fize dans un cadre compact

Soient (X, d) un espace métrique compact et f: X — X une fonction qui satisfait

Vr,ye X, x#y=d(f(z), fy) <d(z,y).

Montrer que f admet un unique point fixe a € X et que pour tout xg € X, la suite des
itérées de zg par f converge vers a.

Exercice 6 Théoréme de point fize dans un cadre convexe compact

Soit X un convexe compact non vide d’'un espace vectoriel normé. Soit f : X — X une
fonction 1-lipschitzienne. Montrer que f admet un point fixe dans X.



Exercice 7 Détermination de zéros

Soit f une fonction réelle. On souhaite calculer les zéros de f en se ramenant a un probléme
de point fixe. Pour cela, on pose la fonction F' = f — id et on utilise une suite récurrente
du type

T+l = F (xn)

1. On souhaite calculer une valeur approchée de la solution positive de x—In(14+z)—0,2 = 0
a l'aide des termes de la suite

x0>0, xpt1=In(l1+4+z,)+0,2.

Montrer qu’il y a convergence globale, i.e. il y a convergence pour tout xg > 0, et que la
convergence est géométrique.

2. On souhaite calculer une valeur approchée des racines du polynéme X3 —4X +1 a I'aide
des termes de la suite

zo € R,
Tn4+1 = %(.%’% + 1)
Montrer que cette méthode ne permet d’approcher qu’une racine et que la convergence est

locale, i.e. zg doit étre proche de cette racine. Proposer une autre fonction F' pour calculer
les autres racines.

Exercice 8 Fquations intégrales

Soient I = [a, b] un intervalle compact, K : I x I — R une fonction continue et £ = C(I,R)
muni de la norme de la convergence uniforme. On considére ¢ € E.

1. Montrer que si (b — a)||K|lcc < 1 I’équation intégrale de Fredholm

b
x(t) = p(t) +/ K(s,t)x(s) ds, tel,

admet une solution unique z € E.

2. Montrer que I’équation intégrale de Volterra

t
x(t) = o(t) —l—/ K(s,t)x(s) ds, tel,
a
admet toujours une unique solution x € F.

Exercice 9 FEquation fonctionnelle

Montrer que 1’équation fonctionnelle
Ft+ V22 + f(t —V2)? +100f(t) = sin(27t)
admet une solution f continue et 1-périodique.

Exercice 10 FEquation fonctionnelle

En considérant une norme de la forme

I fllar = sup |f(x)le” M7,
z€(0,1]

avec M > 0, montrer que ’équation fonctionnelle
f'(x) =af(z") et f(0)=a,

oub>1,a>0, a€R, admet une unique solution dans C0, 1].



Exercice 11 Théoréeme de Cauchy-Lipschitz

On considére R™ muni d’une norme || - ||. Soient I un intervalle de R et f : I x R" — R"
une application continue telle que pout tout compact K C I, il existe k& > 0 tel que pour
tous t € K et (y,z) € R",

1f(ty) = f(E,2)]| < Elly — 2.
Soient tg € I et x9 € R™. Montrer qu’il existe une unique fonction y € C1(I,R") telle que
y' = fty),
y(to) = xo.

On pourra commencer par supposer que I compact et montrer que C(I,R™) muni de la
norme

_Ekpy
Iyl = sup ™=l |y @],
tel

est complet.

Exercice 12 Théoréeme d’Ascoli

Soient (E,dg) un espace métrique compact, (F,dp) un espace métrique complet, et A
une partie de C(F, F'). On suppose que A est relativement compacte dans (C(E, F'), ds).
Montrer que A est équicontinue et que pour tout = de F, l'ensemble {f(x) : f € A} est
relativement compact dans F.

Exercice 13 FEquicontinuité et compacité

Soit (E,d) un espace métrique compact et A une partie de C°(E,R). On suppose que A
est équicontinue sur F, i.e.

Ve € E,Ve >0,3n > 0,Vy € B, d(z,y) <n=VfeAl|flx)— fly)|<e.
Montrer que A est uniformément équicontinue sur F, i.e.
Ve >0,3n>0,Ve,y € B, d(z,y) <n=VfecA|f(z)— fly) <e.
Exercice 14 Bosse glissante
Soit f € Cp(R,R) non nulle. Montrer que la suite de fonctions (f,) définie par
VneN,Ve e R, fo(x)= f(z+n),
est équicontinue et bornée dans C°(R,R) mais qu’elle n’admet aucune sous-suite qui

converge uniformément sur R. Quelle hypothése du théoréme d’Ascoli est mise en défaut ?

Exercice 15 Normes LP uniformément majorées
Soient M > 0 et p > 1. Montrer que I’ensemble

b b
Ly = { € Clat): [ 170 de+ [ 17 @p ae < v},
est relativement compact dans (C°[a, b], || -+ [|oo)-

Exercice 16 Convergence uniforme de fonctions convezes

Soit (fy) une suite bornée de fonctions convexes sur [0, 1]. Montrer que 1'on peut extraire
une sous-suite (fp, ) convergeant uniformément sur tout compact de (0,1) et ponctuelle-
ment sur [0, 1]. Vérifier que la limite est convexe. Trouver une suite bornée ( f,,) de fonctions
convexes sur [0, 1] ne possédant aucune sous-suite convergeant uniformément sur [0, 1].



Exercice 17 Opérateur a noyau

Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques compacts et 4 une mesure borélienne de
masse finie sur Y. Etant donnée une fonction K € C%(X x Y), on définit un opérateur
linéaire T : C°(Y) — C9(X) par

VfeOW) Ve e X, Tf(x)= /Y K(2,9)f () du(y).

Montrer que T est compact, i.e. que I'image par T de la boule unité de C°(Y') est relati-
vement compacte dans C°(X).

Exercice 18 Théoréeme de Cauchy-Peano par la méthode d’Fuler

Soient I un intervalle ouvert de R, € un ouvert de R", f : I x 2 — R" continue et
(to, ) € I x 2. On va montrer que le probléme de Cauchy suivant

(P)

admet au moins une solution définie sur un intervalle de la forme [tg — T, to + T C I, avec
T > 0.

1. Montrer qu’il existe T > 0 et ro > 0 tel que B(zo,70) C Q et que toute solution x de
(P) définie sur un intervalle Iy C [to — T, to + T soit & valeurs dans B(zg, o).

2. Soient N > let tg <t1 <...<tny =to+T une subdivision & pas constant h = T'/N de
I'intervalle [t, to+T]. On considére la suite (zy,),>0 définie par la méthode d’Euler explicite,
ie. Tpt1 = xp + hf(ty, zy). On construit alors la fonction T(N) affine par morceaux sur
[to, to + T telle que z(n)(tn) = Tn pour tout n = 1,..., N. On prolonge la fonction zy,
sur [tog — T, to + T] de la méme fagon grace a la subdivision to —T =t_n < ... < t_1 < tp.
2a. Montrer que les fonctions () ainsi construites sont a valeurs dans B(zo,70) et sont
des e-solutions du probléme (P), ot ey > 0 est & préciser.

2b. Vérifier que si la suite (z(y))ny converge uniformément sur [tg — T',to + T vers une
fonction z, celle-ci est solution du probléme (P). Montrer qu’'une telle convergence a lieu a
extraction prés. Conclure.

3. A t-on unicité de la solution obtenue ?



