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TD 9 : THEOREMES DE BAIRE ET DE BANACH-STEINHAUS

EXERCICE 1. Montrer qu’un espace vectoriel admettant une base algébrique dénombrable ne
peut pas étre muni d’une norme qui le rend complet.

EXERCICE 2. Soit F un espace de Banach et T' € L.(F). On suppose que pour tout z de E, il
existe un entier naturel n, > 0 tel que T2z = 0. Montrer que T est nilpotente, i.e. qu’il existe un
entier naturel n tel que T™ = 0. Montrer que ce résultat peut étre faux si £ n’est pas complet.

EXERCICE 3. Soit f : I — R une fonction numérique ot I C R est un intervalle ouvert. On
appelle oscillation de f en x € I le nombre

ol fyw) = lim sup {|f (w) = F()|: Ju— 2| < by |o— 2] < h}.

a) Montrer que w(f,x) est bien définie dans R U {400} pour tout = € I.
b) Monter que f est continue en x € I si et seulement si w(f,z) = 0.

c) Notons C l'ensemble des points de continuité de la fonction f. Pour tout a > 0, on définit
Co ={z €1:w(f, ) <a}. Montrer que les C, sont ouverts et que C'= (1, ., C}/y,.

d) Montrer que Q C R ne peut pas étre écrit comme intersection dénombrable d’ouverts.
e) En déduire qu’il n’existe pas de fonction f : R — R telle que ses points de continuité soient
les nombres rationnels.
EXERCICE 4.

a) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On suppose que E est complet. On considére une
suite (f,) d’applications continues de E dans F' convergeant simplement vers une application
f de E dans F.

(i) Pour tout € > 0 et n > 0, on pose

Foe= {x € E:Vp>n, |[fulx) — fp(z)]|lr < 5}.

(o]
Montrer que €2, = Un>0 F,, ¢ est un ouvert dense de E et que pour tout zg de €2, il existe
V' un voisinage de xg tel que

Ve eV, | f(zo) = f(@)][r < 3e.

(77) En déduire que f est continue sur un sous-ensemble dense de E.

b) Soit f : R — R une application dérivable sur R. Que dire de I’ensemble des points de continuité
de la fonction dérivée f’?

EXERCICE 5 (Lemme de Croft). Soit f : [1,4+00) — R une fonction continue vérifiant

Ve>1, f(nz) — 0.

n—-+00

Montrer que f converge vers 0 en +o0.



EXERCICE 6. Soit 1 < p,q < 400 des nombres réels tels que 1/p 4+ 1/q = 1. Soit (ay), une
suite de nombres complexes telle que pour toute suite (b,), de (P(N), la série Y |anb,| converge.
Montrer que (a,) est un élément de ¢4(N).

EXERCICE 7. On note CS,,(R) I’ensemble des fonctions complexes continues 27-périodiques
définies sur R que I'on munit de la norme uniforme. On fixe 3 € R. Pour tout n > 0, on définit

f — (t»—> z": ck(f)e““t> ,
k=—n

ol cx(f) désigne le k-iéme coefficient de Fourier de f : ¢x(f) = &= 027T f(t)e ikt dt.

sup 152D, 1 /%!Dn(t)\dt,
0

rect ® Mflle T 2w

a) Montrer que

ot pour tout n > 0 et t € R, Dy (t) = S p_ ekt

b) En déduire qu’il existe un sous-ensemble dense 3 de ng (R) tel que, pour tout f € X, la série
de Fourier de f ne converge pas vers f(tp) en ty.

EXERCICE 8. (Théoréme de Sunyer y Balaguer.) Soit I un intervalle ouvert de Ret f: I — R
une fonction C telle que
Veel,IneN, fM(z)=o.

On se propose de montrer que

In e N,Vz e I, f™(z) =0,
i.e. f est une fonction polynomiale. On dit que x € I est polynomial s’il existe un voisinage de z
dans I sur lequel f coincide avec un polynome.

a) Soit J C I un intervalle tel que tout x € J est polynomial. Montrer que f coincide avec un
polyndéme sur J.

b) Soit F,, 'ensemble des points z de I tels que f(x) = 0. Montrer que F, est fermé dans I.

c¢) Soit Z l'ensemble des points de I qui ne sont pas polynomiaux. Montrer que Z est un fermé
de I sans point isolé.

d) Soit Z,, = Z N F,. On suppose que Z est non vide. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert
U de I et un entier ng tels que ZNU # 0 et ZNU C Zy,.

e) Montrer que pour tout = € Z N U, pour tout n > ng, on a f™(z) = 0.

f) Soit x € (I \ Z) NU. Montrer qu'il existe a et b tels que ]a, b] est un voisinage de = contenu
dans (I \ Z)NU et que a ou b est dans Z N U. En déduire que f coincide sur |a, b avec un
polynéme de degré inférieur ou égal a nyg.

g) En déduire que f coincide avec un polynéme de degré au plus ng sur U, puis que Z est vide.
Conclure.



