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1. Introduction

J’ai eu envie de mettre au propre le texte qui suit car la notion de semi-simplicité est une des

choses nouvelles que j’ai apprises durant mon année de préparation a ’agrégation. En prépa on
découvre qu’il y a des matrices diagonalisables dans C qui ne sont pas diagonalisables dans R. Un
des objectifs de ce texte est d’avoir un peu plus de choses & dire & ce sujet si les questions du jury
s’orientent vers les histoires de diagonalisabilité dans une cléture algébrique. En effet, lorsque
le corps de base K est parfait, nous allons voir que la diagonalisabilité dans K est équivalente
a la semi-simplicité (qui est une notion que l'on introduira en termes de sous-espaces stables).
Cette semi-simplicité est elle-méme équivalente & une condition sur le polynéme minimal (celle
d’étre sans facteur carré dans K[X]), et donc la notion d’endomorphisme semi-simple se trouve
a l'intersection de nombreuses lecons d’agrégation telles que : Sous-espaces stables, polynémes
d’endomorphismes, endomorphismes diagonalisables, extensions de corps. ..
Jespére que ces notes permettront a d’autres de prendre du recul sur les questions de diago-
nalisabilité sur différents corps. On peut extraire des pages suivantes plusieurs développements,
pour ma part je présentais la décomposition de DUNFORD-JORDAN-CHEVALLEY et le résultat
sur les corps dans lesquels on a un « théoréme spectral ». Je pense qu’il est également possible
de présenter les théorémes 3.1 et 4.1 en développement, mais je n’ai pas essayé de les ajuster
pour qu’ils prennent 15 minutes, donc il y a peut-étre des choses & ajouter ou & enlever. Les
démonstrations de certains résultats ne sont pas extraites de lectures personnelles mais du com-
plément de cours de Matthieu ROMAGNY sur les algébres de dimension finie. C’est aussi dans ce
cours que j’ai appris que la décomposition dite de DUNFORD était mal nommée et se généralisait
considérablement.



N’hésitez surtout pas a me signaler par mail toute erreur / imprécision, & me demander d’éclaircir
un point pas clair, ou & me dire si vous avez trouvé ces notes utiles !

2. Tentative de motivation de la définition

Ce n’est qu’une tentative, c’est ainsi que je I'aurais motivée si on m’avait posé la ques-
tion, mais ce n’est qu'une motivation issue du peu de recul d'un éléve en fin de préparation a
Iagrégation. 1l y a stirement des motivations plus profondes qui m’ont échappées.

On rappelle l'exercice classique suivant :

Proposition 2.1 :
Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie, soit f € L(E). On a : f est diagonalisable
si et seulement si tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire stable par f.

Démo : Supposons f diagonalisable. Soit F' un sous-espace vectoriel quelconque de E. Soit
(e1,...,en) une base de F. Puisqu’on a supposé f diagonalisable, il existe une base (v1,...,v,)
de F formée de vecteurs propres pour f. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut
compléter la base (ey,...,ey) de F en une base (e1,...,€m,€m+1,-..,6,) de E, ol on a rajouté
uniquement des vecteurs de notre base de vecteurs propres (c’est-a-dire ep,41,...,€, ont été
pris parmi les v;). En effet, la famille {ej,..., e} est libre, et elle est contenue dans la famille
génératrice {e1,...,€em,v1,...,0,}, donc il existe une famille F de vecteurs de E, telle que

{e1,...,em} CF C{er,...,em,v1,...,0n}

et F a la fois libre et génératrice. Si on veut se rappeler 'argument :

- Si{ei,...,em} est génératrice, F' = E et on conclut.

- Sinon F' # FE, et alors I'un des v; n’appartient pas & F. En effet, si tous les v; étaient
dans F', I’espace vectoriel qu’ils engendrent serait contenu dans F', ce qui contredit le fait
que {v1,...,v,} est génératrice. Quitte & renommer, on peut supposer que v ¢ F. Alors
la famille {ej,...,em,v1} est libre car le vecteur ajouté n’est pas dans I’espace vectoriel
engendré par les précédents. Si elle est génératrice, on a fini, sinon on recommence en
partant de la famille {e1,...,emn,v1}. On finit bien par obtenir une base car a chaque
étape on s’arrange pour que la famille créée soit libre, et elle finit par étre génératrice car
on peut ajouter tous les v; (si on part de F' = {0} par exemple).

On prend alors G := vect(€pm1,-..,6n). Clest un supplémentaire de F' dans E,| et il est stable
par f car eng1,...,e, sont des vecteurs propres de f.

Réciproquement, supposons que tout sous-espace vectoriel de ¥ admet un supplémentaire stable
par f. Considérons
Fi= P ker(f - Xd)
AeSp(f)

le sous-espace vectoriel de F formé de la somme directe des sous-espaces propres de f. Si f n’était
pas diagonalisable, F' serait strictement inclus dans F. Soit H un hyperplan de F contenant F'.
Alors par hypothése H admet un supplémentaire stable par f. Ce supplémentaire est une droite,
engendrée par un vecteur propre de f. Mais c’est une contradiction car tous les vecteurs propres
de f sont dans H. Ainsi, f est diagonalisable. O

Nous allons maintenant définir la notion d’endomorphisme semi-simple en relachant un peu la
condition de ’exercice ci-dessus : on va seulement demander aux sous-espaces stables de posséder
un supplémentaire stable.



Définition 2.2 :
Soit K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie. On dit que u € L(FE) est
semi-simple si tout sous-espace stable par u admet un supplémentaire stable par u.

Remarque :
On dira qu'une matrice M € M, (K) est semi-simple si ’endomorphisme de K" qui lui est
canoniquement associé est semi-simple.

3. Semi-simplicité et polynéme minimal

Le résultat suivant fait le lien entre la définition en termes de sous-espaces stables, et une
condition sur le polynémes minimal de 'endomorphisme (quand je disais que ¢a allait bien dans
sous-espaces stables et polyndomes d’endomorphismes. . .)

Théoréme 3.1 :
u est semi-simple si et seulement son polynéme minimal est sans facteur carré dans K[X].

Démo : Références possibles : RMS 129-1 p.50, c’est également un exercice du livre Algébre, le
grand combat de Grégory BERHUY.

« Notons 7, le polynéme minimal de u, que ’on suppose sans facteur carré.

- Supposons dans un premier temps que 7, est un polynome irréductible de K[X]. Dans
ce cas L := K[X]/(m,) est un corps (c’est une extension de K), et la loi externe

LxE — E
(P,z) — P.z:=P(u)(z)

est bien définie et munit £ d’une structure de L-espace vectoriel qui prolonge sa
structure de K-espace vectoriel. En effet, on peut vérifier que

K[X]xE — E
(P, x) — P .x:=P(u)(z)

munit £ d’une structure de K[X]-module, et que cette application « passe au quotient
par m, » sans souci par définition du polyndéme minimal.

Maintenant, montrons qu’un sous-K-espace vectoriel de F est stable par u si et seule-
ment si c’est un sous-L-espace vectoriel de . Si F' est un sous-K-espace vectoriel
de E stable par u, alors il est stable par P(u) pour tout P € K[X], et donc ¢’est un
sous-L-espace vectoriel de F (en effet, la stabilité par addition était déja acquise par
la structure de K-espace vectoriel, il ne restait donc plus qu’a vérifier la stabilité par
la multiplication externe par les éléments de L). Reéciproquement, si F' est un sous-
L-espace vectoriel de E, il est stable par tous les polynémes en u, donc en particulier
stable par u.

Ainsi, si 'on prend F' un sous-espace vectoriel de E stable par u, c’est un sous-L-
espace vectoriel, et donc il admet un supplémentaire G en tant que L-espace vectoriel
(c’est ici que 'hypotheése 7, irréductible intervient de maniére cruciale. En effet, si
L n’était pas un corps, on ne pourrait pas conclure, car dans la théorie des modules,
il n’est pas vrai que tout sous-module admet un sous-module supplémentaire). Les
sous-espaces G et F' sont aussi en somme directe dans E vu comme K-espace vectoriel



(car le fait d’étre en somme directe ne dépend pas du corps sur lequel on regarde notre
espace-vectoriel), et G est stable par u (car c¢’est un sous-L-espace vectoriel). On a
donc bien montré que dans le cas ou 7, est irréductible dans K[X], ’endomorphisme
u est semi-simple.

- Si maintenant 7, est composé :
m, =P ...P

oil les P; sont des irréductibles unitaires deux a deux distincts' de K[X].

Pour tout 1 < i < r, on note F; := ker (P;(u)). Chaque F; est stable par u, et on note
u; ’endomorphisme induit par u sur F;. On a alors m,, = P;. En effet, par définition
de F;, Pi(u) est nul sur F;, donc P; est un polynoéme annulateur de u;, et comme il
est irréductible unitaire, c’est bien le polynéme minimal de w;.

Considérons maintenant un sous-espace vectoriel F' stable par u. D’aprés le lemme
des noyaux appliqué & I’endomorphisme induit par u sur F', on a :

P =@ (ENF)
=1

Fixons un i € [1,7]. Comme F est stable par u, F; N F est un sous-espace vectoriel
de F; stable par u;. Or u; a pour polyndme minimal F;, qui est irréductible dans
K[X], donc d’aprés le premier cas ci-dessus, u; est semi-simple. Il existe donc G; un
supplémentaire de F; N F' dans F;, stable par u;. La somme (directe) des G; fournit
alors un supplémentaire de F' stable par v ! En effet, par le lemme des noyaux,

E = ker(my(u)) :éFi:é(E‘ﬂF)@GiZF® (éGz>
i=1

i=1 =1
=G

et G est bien stable par u. Ainsi, tout sous-espace vectoriel stable par u admet un
supplémentaire stable par u, donc u est semi-simple.

« Si maintenant 7, a un facteur carré, montrons que u n’est pas semi-simple. Pour cela, on
cherche & exhiber un sous-espace F', stable par u, mais n’admettant pas de supplémentaire
stable par u.

Ecrivons 7, = P2Q, avec P € K[X] unitaire non constant. On considére le sous-espace
vectoriel F':= ker (P(u)). Il est bien stable par u.

Maintenant, si G est un supplémentaire de F' dans E, alors pour tout z € G, (PQ)(u)(z) €
F. En effet,

P(u) [(PQ)(u)(@)] = (P2Q)(u)(z) = mu(u)(x) = 0.

D’autre part, si G était stable par wu, il serait stable par tout polyndéme en u, et donc on
aurait également :

Ve € G, (PQ)(u)(z) e G

lear m, est toujours supposeé sans facteur carré



Ainsi, si G était stable par u, on aurait :

Vo € G, (PQ)(u)(z) € FNG = {0}

Donc (PQ)(u) serait nul sur G, et comme cet endomorphisme est également nul sur F), il
serait nul sur tout E, et donc m, diviserait PQ, ce qui est absurde (car 7, = P?Q avec P
unitaire non constant).

Finalement, F' n’admet pas de supplémentaire stable par u, donc u n’est pas semi-simple,
ce qui conclut la démonstration.

Remarque :

On peut définir la notion d’élément semi-simple d’une K-algébre de dimension finie par cette
condition portant sur le polynéme minimal. En effet, si notre K-algébre n’est pas une algébre
de matrices ou d’endomorphismes, la condition sur les sous-espaces stables perd son sens, alors
que celle sur le polynéme minimal en a toujours un.

Corollaire 3.2 :
u est diagonalisable si et seulement si il est semi-simple et son polynéme caractéristique est
scindé dans K.

Démo : o Si u est diagonalisable, y, est bien str scindé dans K, et m, est scindé & racines
simples dans K, donc sans facteur carré dans K[X].

« Réciproquement, si y,, est scindé sur K, alors comme m, divise x,, dans K[X]| (CAYLEY-
HAMILTON), 7, est un produit de facteurs de degré 1 dans K[X]. Si on suppose de plus
u semi-simple, alors 7, est sans facteur carré dans K[X] d’aprés le théoréme précédent, et
donc m, est scindé a racines simples dans K, d’ou la diagonalisabilité de w.

O

4. Lien avec la diagonalisabilité lorsque le corps de base est parfait

Sur un corps parfait, la semi-simplicité est équivalente & la diagonalisabilité dans une clotiire
algébrique !

Théoréme 4.1 :
Soit K un corps parfait, et K/K une cloture algébrique. Soit M € M, (K). La matrice M
est semi-simple si et seulement si elle est diagonalisable dans M, (K)

Avant de passer & la démonstration de ce théoréme, voici quelques rappels sur les corps parfaits.

Soit K un corps. Soit K une clotire algébrique de K et L une extension algébrique de K telle
que KCLCK.

« Un polynéme P € K[X] est dit séparable s'il n’a pas de racines multiples dans K.
« Un élément a € L est dit séparable sur K si son polynéme minimal sur K est séparable.

« L’extension algébrique L/K est dite séparable si tous les éléments de L sont séparables sur
K.



Définition 4.2 :
Un corps K est dit parfait si chacune de ses extensions algébriques est séparable.

On a une caractérisation trés pratique des corps parfaits.

Théoréme 4.3 :
Les corps parfaits sont exactement :

« Les corps de caractéristique nulle.

« Les corps de caractéristique p > 0 dont le morphisme de FROBENIUS (x +— aP) est
surjectif.

En particulier, tous les corps finis sont parfaits, car leur morphisme de FROBENIUS est injec-
tif, donc surjectif car c’est une application entre deux ensembles finis de méme cardinal. Pour
trouver un exemple de corps non-parfait, il faut donc chercher parmi les corps de caractéristique
positive qui ne sont pas des corps finis (typiquement, les F,,(T"), comme on I'explique ci-dessous).

Enfin, terminons cette partie de prérequis sur les corps parfaits par une propriété qui nous servira
dans les démonstrations qui suivent (cette propriété caractérise en fait les corps parfaits, voir
RMS 129-1 p.52).

Proposition 4.4 :
Soit K un corps parfait, et P € K[X] un polynome irréductible. Alors P A P’ = 1.

Démo : Par contraposée, supposons que P A P’ # 1 et montrons que P ne peut pas étre irré-
ductible.

Soit @ un facteur irréductible commun & P et P’ dans K[X]. Alors Q|P. Mais comme P est
irréductible et @ n’est pas constant, @) et P sont associés. On en déduit que P|P’ (car Q|P’ et
Q et P sont associés). Puisque deg P > deg P’, P’ doit étre nul.

« Si K est de caractéristique nulle, P’ = 0 implique P constant, et donc P n’est pas irré-
ductible.

« Si K est de caractéristique p > 0, la nullité de P’ veut dire qu’en dérivant, on a fait tomber
des puissances divisibles par p, et donc il existe R € K[X] tel que P = R (XP?). On peut
donc écrire

P=R(XP)=) a;(X?)
=1

puis utiliser la surjectivité du morphisme de FROBENIUS (théoréme 4.3) pour remplacer les
a; par des bf . Puisque le FROBENIUS est un morphisme d’anneaux, on en déduit que

n p
P = (Z biX’)
=1

donc n’est pas irréductible.

Remarque :

Cette propriété n’est pas vraie sur n’importe quel corps.

En effet, considérons le corps K := Fo(T), et le polynome P := X? — T € K[X]. Ce polynoéme
n’a pas de racine dans K. En effet, si F(T) € K était racine de P, on aurait F(T)? = T. Mais
le terme de gauche a une valuation paire en 7' (en tant que fraction rationnelle en 7'), tandis que



le terme de droite a une valuation impaire en 7. Donc P est de degré 2, sans racine dans K,
donc il est irrédutible dans K[X]. Cependant, il n’est pas premier avec P’, car P’ = 0 (on est
en caractéristique 2, donc le terme en X? a une dérivée nulle, et n’oublions pas que 7' est une
constante du corps de base K !). Ainsi Fy(T') n’est pas parfait.

Démo du théoréme 4.1. Soit K un corps parfait et M € M, (K). Nous allons montrer que M
est semi-simple si et seulement si elle est diagonalisable dans K.

« Si M est diagonalisable dans K, alors le polynome minimal de M vue comme un élément
de M, (K) (noté T E) est scindé & racines simples dans K.

Or Ty K = TMK © que I'on voit M comme une matrice & coefficients dans K ou comme
une matrice & coefficients dans K, son polynéme minimal reste le méme (voir annexe 7.1).
Donc my k est scindé a racines simples dans K, donc sans facteur carré dans K. D’apres
le théoréme 3.1, M est semi-simple. Remarquons que hypothése « K parfait » ne sert pas
pour cette implication.

« Si maintenant M n’est pas diagonalisable dans K, alors T & nest pas scindé a racines

simples dans K, il a donc au moins une racine multiple (comme K est algébricquement clos,
ce n’est pas le coté « scindé » qui fait défaut). On réutilise le fait que 7,, % = 7Ty x et on

en déduit que 7y K a une racine double dans K.
Pour alléger, notons P le polynéme my x € K[X].

Nous venons d’expliquer qu'il existe o € K tel que (X — a)? divise P dans K[X]. On en
déduit facilement que (X — «) divise 4 la fois P et P’ dans K[X] : P et P’ ne sont donc pas
premiers entre eux dans K[X]. Mais le calcul du pged de P et P’ peut s’effectuer & I’aide
de l'algorithme d’EUCLIDE, qui renvoie le méme résultat que 'on considére les coefficients
des polynomes comme des éléments de K ou comme des éléments de K (ceci résulte de
l'unicité du quotient et du reste dans la division euclidienne). Donc P et P’ ne sont pas
premiers entre eux dans K[X].

Montrons que cela implique 'existence d’un facteur carré pour P. Soit U un facteur
irréductible commun & P et P’ dans K[X]. Ecrivons P = UV. Alors P' = U'V + UV".
Or U divise P’ par hypothése, et U divise UV’ & vue, donc U divise U'V. Mais comme U
est irréductible, il est premier avec U’ d’apreés la proposition 4.4 (c’est 1a qu’on utilise que
K est parfait !). On en déduit (lemme de GAUSS) que U divise V | et donc U? divise P.
Ainsi, Tk a un facteur carré dans K[X], donc M n’est pas semi-simple (théoréme 3.1).

O

Remarque :

Lorsque le corps de base n’est plus supposé parfait, cette caractérisation s’effondre. En effet, il
suffit de considérer M : la matrice compagnon du polynéme P = X2 — T de la remarque préceé-
dente. Cette matrice a coefficients dans K = Fo(T') a pour polyndéme minimal le polynome P
(une matrice compagnon a son polynéme minimal égal & son polynome caractéristique). Comme
P est irréductible, il est sans facteur carré dans K[X], donc M est semi-simple.

Maintenant, considérons o € K une racine carrée de =T : a? = —T. Alors

P=X?-T=X*+o*= (X —a)



Ainsi, si M était diagonalisable dans K, ce serait I’homothétie de rapport ! Ce n’est pas le
cas, donc M ne peut pas étre diagonalisable dans K. Finalement, M est semi-simple sans étre
diagonalisable dans K, il faut donc faire attention lorsque le corps n’est pas parfait, des choses
étranges surviennent.

5. Décomposition de DUNFORD-JORDAN-CHEVALLEY sur un corps
parfait

Commencons par rappeler le théoréme plus classique que nous allons tenter de généraliser.

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, et soit w € L(E). Il existe un unique couple
(d,n) d’endomorphismes de E tel que d et n commutent, d est diagonalisable, n est nilpotent, et
u=d+n. De plus, d et n sont des polynémes en u.

Ce résultat reste vrai si u est un endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie
dont le polynéme caractéristique est scindé sur R. On peut trouver une démonstration de ces
théorémes dans le livre Réduction des endomorphismes de Roger MANSUY.

En remplagant « d diagonalisable » par « d semi-simple », nous allons nous débarrasser de
I’hypotheése sur le polynéme caractéristique et donner un énoncé plus général. Lorsque le corps
de base est algébriquement clos, on retombe bien sur le théoréme connu, en utilisant le théoréme
4.1.

Théoréme 5.1 :
Soit K un corps parfait, E un K-espace vectoriel de dimension finie. Pour tout u € L(E), il
existe un unique couple (s,n) € L(E)? tel que :

s est semi-simple, n est nilpotent
son=mnos

Uu=s4+n

De plus, s et n sont des polynémes en wu.

Démo : Références possibles : Nowwelles histoires hédonistes de groupes et de géométries, de
Philippe CALDERO et Jérome GERMONI, aux alentours de la page 162 du tome 1, ou RMS 129-1,
ou les développements de Benjamin HAVRET (disponibles sur sa page http://www.normalesup.
org/"havret/Travauxscolaires.html) ou il indique encore une autre référence : J. RISLER, P.
BOVYER, Algébre pour la licence 3 : groupes, anneaux, corps.

Toute I’idée de la preuve est de construire s comme un zéro d’un polyndéme sans facteur carré,
de sorte que s sera automatiquement semi-simple. L’aspect un peu magique de la démonstration
est qu’on va trouver un zéro du polyndéme en utilisant la méme formule de récurrence que dans
la méthode de NEWTON, alors qu’on ne cherche pas une racine réelle, mais un endomorphisme
annulé par notre polynéme !

Etape 1 : Tl existe P € K[X] tel que P est sans facteur carré et P(u) est nilpotent.

Ecrivons la décomposition du polynéme minimal de u en produit d’irréductibles de K[X] :

Tu = POLPS2 . PO


http://www.normalesup.org/~havret/Travauxscolaires.html
http://www.normalesup.org/~havret/Travauxscolaires.html

Il suffit alors de prendre P := Py P ... P.. En effet, si on pose o := max{c; , 1 < i <71}, my
divise P%, et donc P(u)® = 0. Ainsi, P est bien sans facteur carré, et P(u) est nilpotent.

Cependant, ce polynome P n’est pas le plus accessible en pratique, car trouver le polyndme
minimal n’est pas facile. On aimerait bien trouver un moyen plus effectif d’obtenir un polynéme
P vérifiant les conditions requises. C’est ce qu’on se propose de faire dans ’étape bonus ! (Etape
9)

Etape 2 : Si P satisfait les conditions de l'étape 1, alors P'(u) € K[u]*.

En effet, P est sans facteur carré dans K[X], donc premier avec P’ (voir la fin de la preuve
du théoréme 4.1, ou 'on a montré que lexistence d’'un facteur commun a P et P’ impliquait
Pexistence d’un facteur carré pour P).

Or 7, et P ont les mémes facteurs irréductibles dans K[X], donc P’ et 7, sont également premiers
entre eux. On peut donc écrire une relation de BEZOUT entre m, et P’ : il existe U,V € K[X]
tels que Umy, + VP' = 1. En évaluant en u et en utilisant le fait que m,(u) = 0, on obtient :

V(u)P'(u) =idg

ce qui montre bien que P'(u) € K[u]*.

Etape 3 : Guidés par la méthode de NEWTON, on aimerait définir une suite de la maniére
suivante :

apg = u
Vn € N, api1 = an — 75((‘2’;))

dans ’espoir qu’en partant de notre endomorphisme connu u, on finisse par atteindre un endo-
morphisme qui annule P, et qui sera donc semi-simple.

Pour que le réve devienne réalité, nous devons montrer qu’on peut bien « diviser par P'(ay) »
a chaque étape. Rappelons que P’(a,) est un élément de £(F), donc la notation sous forme de
fraction est un peu abusive, mais elle est 13 pour sous-entendre qu’on peut multiplier de n’importe
quel coté par P'(a,)~!. En effet, nous allons montrer par récurrence que pour tout n € N,

(i) ay est bien défini et est un polynéme en u.
(i) P(an) € (P(w)*") := P(u)*"K[u] (idéal engendré par P(u)?" dans l’anneau K[u]).
(iii) ap —u € (P(u)) := P(u)K[u].

« Les trois points sont clairement satisfaits au rang 0. Remarquons que I'étape précédente,
dont la conclusion était que P'(u) € Ku]*, permet de bien définir le terme ay sans se
poser de question sur le coté de la multiplication par P’(u)~!.

« Soit n € IN. Si les trois points sont satisfaits au rang n, alors :

- pour montrer que (i) est satisfaite au rang n + 1, il suffit de montrer que P’(ay)
appartient a K[u]*. D’apres (iii) au rang n, il existe R,, € K[X] tel que

an = u+ P(u)Ry(u).

On utilise alors le mini lemme suivant? :

20n me dit dans Poreillette qu’on peut le voir comme un corollaire du lemme 5.3.



Lemme 5.2 :
Il existe @ € K[X, Y] tel que P’(X+Y) = P’(X)—i—YQ(X, Y).

D’ou :
P'(an) = P'(u) + P(u)Rn(u)Q(u, P(u)Ry,(u))
~——

eKlu]* nilpotent de KJu]

Ainsi, P'(ay,) est la somme d’un inversible et d’'un nilpotent qui commutent, donc
inversible dans KJu| (voir annexe 7.3). Par conséquent, le point (i) est satisfait au
rang n + 1.

- Pour montrer (ii), nous avons & nouveau besoin d'un petit lemme polynomial :

Lemme 5.3 :
Il existe S € K[X, Y] tel que

P(X +Y)=P(X)+YP(X)+Y2S(X,Y).

On a donc

Plapi1) = P (an

_ Plan)
i(ia>)) P(an) \? Plan)
= P(an) — P/(QZ)P/(“”) + <_P’(a7:l)> ° (a”’ _P’(C;)>

=0

Or P(ay) € (P(w)*"), donc (P(ay))? € <P(u)2n+1>. Le point (ii) est donc satisfait
au rang n + 1.

- Enfin,
P(an)

u — Pl(@ﬂ).

p+1 — U = Gp —

Or ap, —u € (P(u)) et 5,(&:)) € (P(u)?"), donc an41 — u est bien divisible par P(u)

dans K[u], ce qui montre (iii) au rang n + 1 et conclut la récurrence.

Remarque (trés importante !) :

On peut bien évaluer les égalités des lemmes 5.2 et 5.3 en nos endomorphismes car comme
tout se passe dans K[u|, tout commute. C’est essentiel car pour établir les égalités dans
K[X,Y] on identifie XY et Y X, donc on ne peut les évaluer qu’en des endomorphismes
qui commutent deux & deux. Merci & Clarence qui m’a fait remarquer ¢a !

Pour finir, prenons m > 1 tel que P(u)?" = 0 (ce qui est possible car P(u) est nilpotent).
D’apreés le point (ii), P(ay,) € (P(u)Qn). Ainsi, pour tout n = m, P(a,) = 0, et donc la suite
a, stationne en a,,. En posant s := a,,, on a bien s qui est semi-simple car il est annulé
par le polynéme P qui est sans facteur carré. De plus n :=u—s =u—a,, € (P(u)) d’apres
(iii), donc est bien nilpotent. On a donc bien montré 'existence des endomorphismes s et
n, et on les a trouvés comme des éléments de K[u]. Mais en plus on a donné un moyen
effectif de les obtenir !

Etape 4 : Montrons 'unicité de la décomposition u = s + n.

Si ' et n/ conviennent également : comme s’ et n’ commutent, s’ commute avec u = s + n’,
donc avec tout polynome en u (de méme pour n’). Comme s et n (obtenus a I'étape précédente)
sont des polynémes en u, s’ et n’ commutent avec s et n.

Or s+n=s+n', donc

s—s':n’—n.

10



Dans le terme de droite, on a une somme de deux nilpotents qui commutent, donc n’ — n est
nilpotent. Dans le terme de gauche, on a deux matrices diagonalisables dans K (théoréme 4.1)
qui commutent, donc leur somme est diagonalisable. Finalement, s — s’ est a la fois nilpotent et
diagonalisable dans K, donc nul. On en déduit que s = s/, puis n = n’.

Etape 5 : Un moyen plus utilisable en pratique pour trouver un polynéme P sans facteur carré
tel que P(u) soit nilpotent.

Lorsque K est de caractéristique nulle, le polynéme

Xu
P = ———
pged(Xus X4)

convient pour l'étape 1. En effet, décomposons x, en facteurs irréductibles dans K[X] :

Xu = P{PS2 . PO

(ot les P; sont deux & deux non-associés). Alors :

r
DI | L
i=1 j#i

et donc PPt Pg2~t . per=1 divise x/,. On a donc :

.
pged(xu, Xy) = PP P pged [ PP oiP [ P
i=1 j#i

Montrons que

.
pged [ Pr... P o P[P | =1
i=1 j#i

On aura ainsi pged (xu, x,) = PP 1., Po~1 et donc P = m = P; ... P, sera bien sans

facteur carré, et P(u) sera bien nilpotent.

Comme les Py, sont deux & deux premiers entre eux, il suffit de montrer que chaque Py est premier
avec la somme de droite pour en déduire que leur produit est aussi premier avec cette somme.
On fixe donc un k € [1,7], et on veut montrer que Py est premier avec >, a; P [[,4; P

Si, par l'absurde, Py divisait ), ; P/ Hj 2; Pj. Alors comme il divise tous les termes ou i # k
(en effet, Py apparait dans le [] ki P;), il diviserait aussi o, P ] i Dj-

Or Py est premier avec oy P, H#k P;. En effet, il ne divise pas H#k Pj, et il est également
premier avec ay P}, car oy, # 0 (on utilise ici 'hypothése sur la caractéristique de K pour affirmer
que la chute de exposant oy, ne tue pas ce terme) et P, est premier avec P, car P est irréductible
et K est un corps parfait (proposition 4.4).

Donc Py, ne divise pas Y, o P/ ] ot Pj, et comme il est irréductible, il est premier avec cette
somme. Finalement, le lemme de GAUSS nous permet d’en déduire que le produit P; ... P, est
premier avec la somme, et de conclure comme nous ’avons expliqué auparavant.

O
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6. Corps K tels que toute matrice symétrique a coefficients dans
K est semi-simple.

Référence : RMS 126-2 p.176.

Prérequis : Nous allons utiliser la décomposition de JORDAN-CHEVALLEY sur un corps parfait
vue dans la partie précédente, il faut donc savoir répondre & d’éventuelles questions la-dessus.

Notation : Comme nous allons beaucoup parler de matrices symétriques, on notera S,(K)
I’ensemble des matrices n X n & coefficients dans K qui sont symétriques.

Allons-y ! On sait d’aprés le théoréme spectral que toute matrice symétrique réelle est
diagonalisable (donc semi-simple). Notre but est de donner une caractérisation des corps K
pour lesquels on a I'implication suivante :

M € §,(K) = M est semi-simple. (1)

Ces corps seront dit m-réels. Nous allons voir que cette question qui semble plongée dans le
monde de 'algébre linéaire admet une solution de nature trés arithmétique. Plus précisément
nous allons montrer les résultats suivants :

Théoréme 6.1 (Cas n =2) :
Soit K un corps. K est 2-réel si et seulement si —1 n’est pas un carré dans K.

Théoréme 6.2 (Cas n > 3) :
Soit K un corps et n > 3.

(i) Si char(K) # 0, alors K n’est pas n-réel.

(74) Si char(K) = 0, K est n-réel si et seulement si —1 n’est pas la somme de n — 1 carrés
dans K.

Cette derniére condition peut se réécrire comme « léquation z2 + 22 + --- + 22 , = —1 n’a
1 2 n—1

pas de solution (z1,z2,...,Tp—1) € K" ! » ce qui est finalement une condition de nature assez

arithmétique.

a b

> Commengons par prouver le théoréme 6.1. Soit A = (b c) € S2(K). Son polynome

caractéristique est donné par :
xa=X?—tr(A)X +det(A) = X% - (a+¢)X +ac—b?
Il y a trois cas possibles :

- le polyndme caractéristique de A n’a pas de racine dans K.
Dans ce cas, x4 € K[X] est de degré 2 sans racine dans K, donc il est irréductible dans
K[X]. Comme 74 | x4, et deg(ma) > 1, ma = xa. Donc w4 est sans facteur carré dans
K[X] et A est semi-simple (sans contrainte sur le corps K).

- le polynome caractéristique de A a deur racines distinctes dans K.
Dans ce deuxiéme cas, A annule un polynéme scindé a racines simples dans K[X], donc A
est diagonalisable sur K, donc semi-simple (l1a encore peu importe le corps K).
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- le polynome caractéristique de A a une racine double dans K.
Ce cas correspond a disc(x4) = (a — )2 +4b? = 0. Tl existe A € K tel que x4 = (X — \)*.
On a donc mgy = X — A ouma = (X — \)?, et seule la premiere alternative nous donne la
semi-simplicité de A. Or m4 = X — X implique que A est ’homothétie de rapport A.

a b

b c) € S2(K) telle que

Ainsi, le corps K est 2-réel si et seulement si pour toute matrice A = <

disc(xa) =0,onaa=cet b=0.

Autrement dit, K est 2-réel si et seulement si :
V(a,b,c) €K [(a—e)? +4b* =0 = b=0cta=c|.

si et seulement si :

V(a,b,c) eK® [(a—c)> +4b° =0 = b=0].

Maintenant, si char(K) # 2, il est facile de montrer a ’aide de cette derniére équivalence que K
est 2-réel si et seulement si —1 n’est pas un carré dans K (raisonner par contraposée dans les
deux sens).

. . . . 1 . .
Si char(K) = 2, il suffit de considérer la matrice A = (O ) pour obtenir une matrice

10
symétrique qui n’est pas semi-simple. Donc K n’est pas 2-réel (et —1 = 1 est un carré dans
un corps de caractéristique 2). On a donc bien montré le théoréme 6.1.

> Passons & la démonstration du théoréme 6.2. Soit n > 3. On montre d’abord le sens « = »
de l’équivalence du point (ii). Par contraposée, supposons que —1 est la somme de n — 1 carrés

dans K, et montrons que K n’est pas n-réel.

Soit ay,...,a,—1 € K tels que —1 =a? +--- +a2_;. On introduit :

al al tX
X=| " |eKletA:=XX= | € Ma(K)
an—1 ap—1 X
1 D¢

Montrons que A € S, (K) et que A n’est pas semi-simple.
- A est symétrique par construction (‘A= (X X)= XX =A).

- ker(A) est un sous-espace stable par A qui n’admet aucun supplémentaire stable. Tout re-
pose sur le fait que A* =0 (on a tout fait pour). En effet : A% = (X tX)Q =X (XX) 'X.
Or XX =1+a}+---+a%_; =0 (par choix des a;), donc on a bien A2 = 0.

Considérons F' un supplémentaire de ker(A) dans K". F n’est pas réduit & {0} car A
n’est pas nulle (sa derniére ligne est ‘X # 0). Si Y € F \ ker(A), alors AY € ker(A) car
A2 =0et AY # 0 car Y ¢ ker(A). Puisque F et ker(A) sont en somme directe, on en
déduit que AY ¢ F. Ainsi, F n’est pas stable par A. On a donc montré que A admettait
un sous espace stable (ker(A)) n’admettant aucun supplémentaire stable, donc A n’est pas
semi-simple.

Ainsi, il existe une matrice de S,,(K) qui n’est pas semi-simple, donc K n’est pas n-réel. Re-
marquons que nous n’utilisons pas I’hypothése char(K) = 0 du point (ii), de sorte que cette
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implication s’applique également pour des corps de caractéristique non nulle. Pour montrer le
point (i) du théoreme 6.2 il suffit donc de montrer que lorsque char(K) # 0, —1 s’écrit comme
somme de n — 1 carrés dans K.

Soit p un nombre premier. L’équation 22 = —1 — 2, d’inconnues z,y € F, admet une solution.
En effet, pour p = 2, (z,y) = (1, 0) est solution, et pour p # 2, il suffit de dénombrer les ensembles
parcourus par z2 et —1 — y? lorsque x et y parcourent F,. Comme p est premier impair, on

. 2 _ ) _ , L
sait que ‘(F;) ‘ = Z’Tl, et donc qu’il y a % +1= % carrés dans Fp,. Ainsi, si on note

A:z{xz\:UGFp}etB::{—l—yQ|y6Fp},ona|A|:%et |B]:%. Donc :
|[ANB|=|A|+|B|-|AUB|=p+1—|AUB]

Or AUB C F), donc |[AU B| < p. On en déduit que |[AN B| > 1, d’ou Pexistence d’un couple
(z,y) € F), tel que z? + 9% = —1. Maintenant, si K est un corps de caractéristique p, alors K
contient une copie de F),, donc comme —1 est la somme de deux carrés dans F), il est somme de
deux carrés dans K.

D’aprés ce qu’on a prouvé au-dessus, ceci implique que K n’est pas 3-réel, donc n’est pas n-réel
pour n > 3. On a montré le point (7) du théoréme 6.2. Il reste & montrer le sens « <= »du
point (éi). On considére donc un corps K de caractéristique nulle, tel que —1 n’est pas la somme
de n — 1 carrés dans K. On veut montrer que nécessairement K est n-réel. C’est le sens qui
demande le plus de travail, on le découpe en plusieurs lemmes.

Lemme 6.3 :
Si A € §,(K), alors les deux matrices de sa décomposition de JORDAN-CHEVALLEY sont
également symétriques.

Démo : Soit A € §,(K). Soit (D, N) € M,,(K)? avec :

A=D+N
D semi-simple
N nilpotente
DN =ND

sa décomposition de JORDAN-CHEVALLEY®. Puisque A est symétrique, on a :
‘A= D+ N)="D+ 'N=A
()
Or :
« N nilpotente = !N nilpotente

« D semi-simple = D semi-simple (par exemple parce que D et D ont le méme polynome
minimal)

« D et N commutent = D et !N commutent.

Ainsi, 1'égalité (%) est une décomposition de JORDAN-CHEVALLEY de A, donc par unicité de
cette décomposition, on a N = N et D = 'D. O

Notons N, (K) := {matrices nilpotentes de M,,(K)} et R,,(K) := {4 € M,,(K) | A2 =0}

3NB : On utilise ici 'hypothése char(K) = 0, car la décomposition de JORDAN-CHEVALLEY nécessite que le
corps soit parfait.
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Lemme 6.4 :
K est n-réel <— S,(K) NN, (K) = {0}

Démo : « = » Soit N € S§,(K) NN, (K). Alors comme N est nilpotente xy = X™. Donc il
existe k € [1,n] tel que my = X*. Or N est symétrique et K est supposé n-réel, donc N est
semi-simple, donc son polynéme minimal est sans facteur carré, donc 7y = X, d’ou N = 0.

« <= » Soit A € §,(K). Soit A = D + N sa décomposition de JORDAN-CHEVALLEY dans
M, (K). D’apres le lemme 6.3, N € S,,(K), et comme elle est également nilpotente, elle est nulle
par hypothése.

O

Lemme 6.5 :
K est n-réel <= S,(K)NR,(K) = {0}

Démo : Le sens « = » découle directement du lemme précédent.

« < » On va montrer que si S,,(K)NR,(K) = {0}, alors S,,(K) N N, (K) = {0}, ce qui conclut
grace au lemme précédent.

Soit A € M, (K), a la fois symétrique est nilpotente. Soit p € N tel que 2P > n. Alors A% =0,
donc A% € R, (K) NS, (K), qui est réduit a {0} par hypothése, donc A2 = 0. Mais on peut
continuer ! Le méme raisonnement mené & partir de AN =0 permet de montrer que AP = 0,
et donc finalement : pour tout k € N, A2" =0, d’oit A = 0. Ainsi S,(K) NN, (K) = {0}, et
donc (lemme 6.4) : K est n-réel. O

Fin de la preuve du théoréme 6.2 :

Si —1 n’est pas la somme de n — 1 carrés dans K, montrons que K est n-réel en utilisant la
caractérisation donnée par le lemme 6.5. Soit A € R, (K) NS, (K). Pour tout (4,5) € [1,n]?, le

coefficient (i, 5) de A? est nul :
n
Z ai,kakd =0.
k=1

En particulier, pour i = j, et en utilisant le fait que A € S,,(K), on obtient :

n n
. 2
Vi € [1,n], g Qi |k, = g aip =
k=1 k=1

Et ceci implique que tous les a; ; sont nuls, car sinon on contradirait I’hypothése selon laquelle
—1 ne peut pas s’écrire comme somme de n — 1 carrés. Ainsi, A =0, d’oil la conclusion. O

Remarques : « La fin de la preuve permet de mieux comprendre ce vocabulaire de corps
n-réel. En effet, dans R, si une somme de carrés est nulle, alors tous ses termes sont nuls,
grace au signe. Dans un corps K quelconque, I'implication est fausse en général, mais les
corps n-réels sont ceux dans lesquels on peut 'utiliser.

o Pour la culture : Ce développement souléve la question suivante : si on se donne un corps
K, quel est le nombre minimal d’éléments de K nécessaires & 1’écriture de —1 comme une
somme de carrés 7 Ce nombre est appelé niveau d'un corps, et il y a des théorémes un
peu fous & ce sujet ! Merci a Matthieu ROMAGNY de g’étre renseigné sur la question.
Voir par exemple le mémoire de maitrise de Lionel FOURQUAUX, disponible ici : https:
//math.lionel.fourquaux.org/publications/. Le niveau d’un corps est soit infini, soit
une puissance de 2.
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Finissons par quelques exemples :
1
(a) —1 est un carré dans C, donc C n’est pas 2-réel, et en effet : A := <i —i> € 8(C)
et n’est pourtant pas semi-simple. En effet, x4 = X2, donc m4 = X ou X? et comme
A #0, T4 = X2 Ainsi, 4 n’est pas sans facteurs carrés dans C[X], donc A n’est pas
semi-simple.

(b) —1 n’est jamais un carré ou une somme de carrés dans R, donc R est n-réel pour tout
n = 2. C’est-a-dire : toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans C. En fait,
le théoréme spectral nous dit méme mieux, car toute matrice symétrique réelle est en fait
diagonalisable dans R.

(c) Dans F5, —1 = 4 est un carré, donc F5 n’est pas 2-réel. Par exemple, la matrice

A= <? ;) € S2(F5) n'est pas semi-simple (méme argument que pour le point (a)).
Commentaire personnel : Je trouvais la discussion sur le cas n = 2 un petit peu délicate a
présenter au tableau. Je pense que si j'avais présenté ce développement le jour J, j’aurais opté
pour un théoréme unifié : on suppose K parfait (pour bénéficier de la décomposition de JORDAN-
CHEVALLEY) et n > 2, puis on montre que K est n-réel si et seulement si —1 n’est pas la somme
de n — 1 carrés dans K. Les arguments sont les mémes que pour le point (i) du théoréme 6.2.
Cependant il est bon d’avoir vu le reste pour savoir dire qu’en fait cette caractérisation donne
toujours la méme chose dans le cas des corps finis pour n > 3 : ils ne sont jamais n-réels. En plus
Pargument de cardinalité qui conduit a l’existence de solutions dans F, & I’équation 2 +y? =1
sert a d’autres moments ! Par exemple lorsqu’on étudie si une forme quadratique sur un corps
fini représente un élément du corps.

7. Annexe

Cette annexe contient quelques résultats utilisés précédemment, ou des résultats en lien plus ou
moins direct avec les discussions ci-dessus. En tout cas ce sont des petites propriétés utiles, qui
sont parfois utilisées implicitement, et j’ai parfois mis longtemps & m’en convaincre ou & trouver
une preuve qui me plaisait, donc je me suis dit que ¢a pourrait faire gagner du temps de les
reproduire ici.

7.1. Polynéme minimal et extensions de corps

Soit L/K une extension de corps, et soit A € M,,(K). On note 74 k son polynéme minimal,
c’est-a-dire 'unique générateur unitaire de 'idéal

Ink = {P € K|X] | P(A) = 0}.

On peut également voir A comme un élément de M, (L), et dans ce cas on note 74 son
polynéme minimal : 'unique générateur unitaire de l'idéal

IaL = {P € L[X] | P(A) = 0}.

Proposition 7.1 :
Avec les notations introduites ci-dessus, on a T4 K = TA L.

Démo : myx est en particulier un polynome de L[X] annulant A, donc il appartient a I41..
Ainsi, m4 1, divise T4 k dans L[X]. Comme ils sont tous deux unitaires, il suffit de montrer qu’ils
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ont le méme degré pour conclure.

Or le degré de m4 k est égal au rang de la famille {I,, A4,..., A"} (vue comme une famille de
vecteurs de M,,(K)), tandis que le degré de mAL est égal au rang de cette méme famille vue
comme une famille de vecteurs de M,,(L).

On range les matrices F; ; de la base canonique de M, (K) dans l'ordre lexicographique (par
exemple), et on note C la base (E1,..., E,2) de M,,(K) obtenue. On note M la matrice dont
les colonnes sont les coordonnées en base C des vecteurs I,, A, ..., A" :

M := Matc (In, 4, ..., A").

Il s’agit de montrer que le rang de M est le méme que ’on considére M comme une matrice a
coefficients dans K ou comme une matrice & coefficients dans L. Mais le rang est la taille maxi-
male des matrices inversibles extraites de M, et donc se détermine en calculant les déterminants
des matrices extraites de M : une opération qui reste dans K méme si 'on choisit de voir M
comme une matrice & coefficients de L. O

Remarques : « Au passage, on a rappelé la caractérisation du rang comme la taille maximale
des matrices inversibles extraites de M. Cette caractérisation permet de voir facilement
que si M € M, (K) et L/K est une extension de corps, le rang de M comme élément de
M, (L) est le méme que le rang de M comme élément de M,,(K).

« On peut également montrer la proposition 7.1 en faisant appel a la réduction de FROBENIUS.
En effet, la suite des invariants de similitude de A (vue comme une matrice a coefficients
dans K) satisfait les propriétés demandées a la suite des invariants de similitude de A (vue
comme une matrice a coefficients dans L) : par unicité, c’est la suite des invariants de
similitude de A (vue comme une matrice a coefficients dans L). En particulier, le dernier
invariant de similitude (le plus grand pour le relation de divisibilité) est le méme, et il s’agit
du polynéme minimal.

7.2. Le polynéme minimal et le polynéme caractéristique ont les mémes fac-
teurs irréductibles

Cette propriété m’a occupé une bonne partie de 'année. On peut la montrer en disant qu’ils
ont les mémes racines, mais cela nous oblige & nous placer dans un corps contenant les valeurs
propres, et peut embarquer dans des questions sur 'existence d’un tel corps... Ce n’est pas
forcément compliqué ou dangereux de faire ¢a, mais je préfére la démonstration suivante, qui ne
fait pas appel a des extensions des corps, ni & des théorémes de réduction de matrices (du style
JORDAN ou FROBENIUS). On peut la trouver dans le livre de réduction des endomorphismes de
Roger MANSUY (page 81).

Proposition 7.2 :
Soit K un corps, A € M,,(K). Son polynéme minimal et son polynoéme caractéristique ont
les mémes facteurs irréductibles dans K[X].

Démo : Notons w4 le polyndome minimal de A, et x4 son polyndme caractéristique.

« D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, 74 divise x4, donc tout facteur irréductible
de w4 est un facteur irréductible de y 4.

« Réciproquement, pour montrer que tout facteur irréductible de x4 est un facteur irré-
ductible de 74, il suffit de montrer que x 4 divise 7’;. Notons

Ta(X) = X" 4 ap X" 4 4+ a1 X +ap.
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Puisque m4(A) =0, on a :

mA(X) I, = ma(X)1, — ma(A)
=X"+ -+ X+ay)lh — (A" 4+ -+ a1 A+ aoly)
= (XL)™ = A" + am—1 (XL,)™ P =A™ ) + o+ @i (X, — A)

Or X1, et A commutent dans I'anneau M., (K[X]), donc les termes en (X1I,)* — A* se
factorisent par X1, — A. Donc il existe M € M, (K[X]) telle que :

ma(X) I, = (X1, — A)M.
En passant au déterminant,

mA(X)" = det(X I, — A) det(M),
—————— ——
=xa(X) eK[X]

ce qui donne la relation de divisibilité voulue !

7.3. Somme d’un inversible et d’un nilpotent qui commutent

Un petit lemme utilisé dans la démonstration de la décomposition de DUNFORD-JORDAN-
CHEVALLEY :

Lemme 7.3 :
Soit A un anneau. Soit a € A un élément inversible, et n € A un élément nilpotent. Si a et
n commutent, alors a + n est inversible.

Démo : Puisquea+n =a (1,4 + a_ln) et que a est inversible, il suffit de montrer que (lA + a_ln)
est inversible. On s’inspire alors du développement en série entiére :

1 =
14+ - Z(_l)kxk
k=0

pour trouver un inverse a (lA + ailn). Comme a et n commutent, a~! et n commutent égale-
ment, et comme n est nilpotent, a~'n 'est aussi. Ainsi, la somme candidate

+00 i
Z(—l)k (a_ln)

k=0
(qui n’a pas de sens dans I'anneau A) peut-étre remplacée par une somme finie, et on vérifie que
ceci nous donne bien un inverse pour (1 A+ a_ln). O
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