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Avant-propos

Vous trouverez au fil de ce cours différents symboles :

e Le symbole “g%”, situé dans la marge, signifie que le point correspondant est un point délicat (il s’agit
d’un virage dangereuz).

e Le symbole “[0” est un marqueur signifiant la fin d’'une démonstration.

° @ Ce cours peut comporter des fautes de frappe, des coquilles, voire des erreurs d’argumentation. Ainsi, il
faut toujours étre vigilant lorsque vous suivez et que vous travaillez ce cours. Vérifier que les exemples sont
justes et que les preuves n’ont pas de fautes est un exercice tres utile (et indispensable) en mathématiques
pour comprendre les notions et comprendre leurs utilisations.

Vous trouverez aussi des notations mathématiques :
R une relation binaire
= pour certaines relations d’équivalence
<Xy, xr <y pour une relation d’ordre

N I’ensemble des entiers naturels

7 I’ensemble des entiers relatifs

Q I’ensemble des nombres rationnels
R I’ensemble des entiers relatifs

C I’ensemble des nombres complexes

(G, x) un groupe

eq I’élément neutre d’'un groupe G

g ! I'inverse dans un groupe d’un élément g
(g) le sous-groupe de G engendré par g
(H,+) un groupe commutatif (parfois)

a=bmod n la relation de congruence modulo n (n divise b — a)

Z/nZ I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo n
(A, +, %) un anneau

04 I’élément nul d’un anneau A pour 'addition +

14 I’élément unitaire d’'un anneau A pour la multiplication x

a~t I'inverse dans A d’un élément a inversible

1 un idéal de I’anneau A

(a) l'idéal de A engendré par a
(Z/nZ,+,x) Dlanneau des classes d’équivalence modulo n

K un corps (en général R, C ou Q)

Z/pZ le corps & p éléments, avec p premier

Frac(A) le corps des fractions d’un anneau intégre A

K[X] lanneau des polyndmes & une indéterminée a coefficients dans K

K(X) le corps des fractions rationnelles & coeflicients dans K
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On étudie dans ce chapitre la notion de relation. Sur un ensemble F, on veut souvent comparer les élément ou
les regrouper. (I’adge des gens, le pays d’origine des gens, l'ordre des mots dans le disctionnaire,...). On définit la
notion de relation en mathématiques.

1.1 PREMIERES DEFINITIONS

DEFINITION 1

Soient FE et F' deux ensembles. Soit G une patrie de E x F.

On appelle relation binaire \ % 7\ le triplet R = (E, F, G).

Si (z,y) € G, on dit que z est en relation avec y, et on le note zRy.
On parle de la relation R.

On a donc G = {(z,y) € E X F | xRy}.

@ L’ordre dans un couple est important. On peut avoir Ry mais pas yRz.

REMARQUE 2 — On peut définir les fonctions f : E — F avec des relations binaires : pour tout (z,y) € E x F,
on a xRy si et seulement si y = f(x).
Le fait d’associer & chaque élément x € E une image f(x) € F permet de construire une relation.

Dans la suite du chapitre, on s’intéresse aux relations sur E et E. Ce sont les relations les plus utiles en
mathématiques.
Lorsque E' = F, la relation R est appelée relation binaire sur F.

On note souvent une relation R avec un symbole =, <, ~, C...

EXEMPLES 3 Donnons quelques exemples de relations binaires sur un ensemble :
e la relation d’égalité = sur F,
e les relations d’inégalité <, < sur R, Q, Z ou N,
e la relation d’inclusion C sur P(E) (ensemble des parties de E),

e [a relation de comparaison < sur Fonct(E,R) (fonctions de E dans R), définie par f < g si f(x) < g(x)
Vr e F,

e la relation de divisibilité

sur Z, définie par m | n s’il existe k € Z tel que n = mk.

e pour tout n € N, la relation de congruence modulo n sur Z, notée = mod n, définie par a = b mod n s’il
existe k € Z tel que a = b+ kn.

e pour tout o € R, la relation de congruence modulo o sur R, notée = mod «, définie par a = b mod « s’il
existe k € 7 tel que a = b+ ka.

e [a relation « avoir le méme signe » sur R*.

On définit des propriétés intéressantes pour les relations.



1.2. RELATIONS D’EQUIVALENCE

DEFINITION 4
Soit E un ensemble. Soit R une relation binaire sur E.

e R est dite réflexive \ [ fZ %\ si : pour tout x € E, on a xR,

e R est dite symétrique \ X[ F1E\ si : pour tout (z,y) € E?, si xRy alors yRuz,

e R est dite antisymétrique \ U FRE\ si: pour tout (z,y) € E?, si 2Ry et yRa alors x = y,
e R est dite transitive \ %1%\ si : pour tout (z,y,2) € E3, si 2Ry et yRz alors rRz.

EXEMPLES 5

o La relation d’égalité = sur E est réflexive, symétrique, antisymétrique et transitive.
On remarque qu’une relation peut donc étre symétrique et antisymétrique.

e La relation < sur R est réflexive, antisymétrique et transitive.
Elle n’est pas symétrique car par exemple 2 < 3 mais 3 £ 2.

e La relation < sur R est symétrique et transitive.
Elle n’est ni réflexive, ni antisymétrique. Par exemple, 1 £ 1.

e La relation de divisibilité sur Z est réflexive et transitive.
FElle n’est ni symétrique, ni antisymétrique. En effet, on a 1|2 mais 211, et 1| — 1 et —1|1 mais 1 # —1.

e La relation d’inclusion C sur P(E) est réflexive, antisymétrique et transitive.
Elle n’est pas symétrique car par exemple {1} C {1,2} mais {1,2} ¢ {1}.

e La relation « avoir le méme signe » sur R* est réflexive, symétrique et transitive.
Elle n’est pas antisymétrique car par exemple, 1R2 et 2R1 mais 1 # 2.

Nous allons étudier deux grandes familles de relations.

1.2 RELATIONS D’EQUIVALENCE

La premiére famille est celle des relations d’équivalence.
Une telle relation permet d’identifier des éléments de E qui sont en relation muuelle, pour regarder les ensembles
d’éléments qui sont en relation. Par exemple, la nationalité.

1.2.1 Définition et exemples

DEFINITION 6
Soit E un ensemble et R une relation binaire sur F.
On dit que R est une relation d’équivalence \“5{/1 < 72\ sur E si R est réflexive, symétrique et transitive.

»»,

Une relation d’équivalence est souvent notée = ou ~. On parle d’éléments de E "équivalents”, "semblables”.

EXEMPLES 7
o La relation d’égalité = sur E est une relation d’équivalence.
e La relation « avoir le méme signe » sur R* est une relation d’équivalence.

e Pour tout n € N, la relation de congruence modulo n sur Z est une relation d’équivalence.
Preuve — Soit n € N.

— Réflexivité : Soitp €Z. Onap=p+0xn et0 € Z donc p=pmod n. Donc la relation de congruence modulo n est
réflexive.

— Symétrie : Soit (p,q) € Z2. Supposons que p = q mod n. Alors il existe k € Z tel que p = q + kn. Donc q=p — kn =
p+ (—k)n et —k € Z. Donc ¢ = p mod n. Donc la relation de congruence modulo n est symétrique.

— Transitivité : Soit (p,q,r) € 73. Supposons que p = g mod n et ¢ = r mod n. Montrons que p = r mod n.
1l existe k1 € Z tel que p = q + kin et il existe ka € Z tel que ¢ =r + kan. Donc p=r+ kan+ kin=r+ (k1 + k2)n
et (k1 + k2) € Z. Donc p = r mod n. Donc la relation de congruence modulo n est transitive.

Cela termine la preuve. O
e Pour tout a € R, la relation de congruence modulo o sur R est une relation d’équivalence.

Preuve — Identique a la preuve précédente. O
o Si(Ai)icr est une partition de E (A;NA; =0 sii#j, et UicrA; = E), la relation d’appartenance a un

sous-ensemble A; est une relation d’équivalence. (xRy si i € T tel que x,y € A;)

REMARQUE 8 — Comme R est symétrique, on a TRy si et seulement si yRx.



1.2. RELATIONS D’EQUIVALENCE

1.2.2 Classes d’équivalence et ensemble quotient

DEFINITION 9

Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. Soit x un élément de FE.

On appelle classe d’équivalence de z \ 7% 1/1 75\ pour la relation R (ou plus simplement classe de z) I’ensemble
des éléments y de E qui sont en relation avec x :

Cl(z) = {y € E tels que 2Ry} .
On la note Cl(x) ou =.

EXEMPLES 10

e La classe d’équivalence de 1 pour la relation d’équivalence « avoir le méme signe » sur R* est l’ensemble
des mombres réels non nuls de méme signe que 1, c’est-a-dire l’ensemble des nombres réels strictement
positifs : C1(1) = R*.

e Soitn € N. Soit r € Z. La classe d’équivalence de r pour la relation de congruence modulo n dans Z est

Cl(r)={p€Z|p=rmod n}
={peZ|3keZp=r+kn}
={r+kn|keZ}
=nZl+r

ProrosITION 11
Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E.
Pour tout (z,y) € E?, on a Cl(z) = Cl(y) si et seulement si zRy.

Preuve — Soit (z,y) € E2.

> Supposons que Cl(z) = Cl(y).
Comme R est réflexive, on a yRy donc y € Cl(y). Or, par hypothese, Cl(z) = Cl(y), donc y € Cl(z). Donc, par définition d’une
classe d’équivalence, on a Ry.

< Supposons que zRy. Soit z € Cl(z). Alors zRz.

Comme zRy, on a, par symétrie de R, yRx. Donc par transitivité de R, comme yRz et £ Rz, on a yRz. Donc z € Cl(y). D’ou
Cl(z) C Cl(y).

Par symétrie des roles de x et y, on a de la méme fagon Cl(y) C Cl(z). Ainsi, on obtient Cl(z) = Cl(y).

O
Notons donc que si y € Cl(z) alors Cl(y) = Cl(x).
DEFINITION 12
Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur F. Soit C' une classe d’équivalence pour R.
On appelle représentant de la classe d’équivalence C' tout élément = de C.
On a alors C' = Cl(z).
EXEMPLE 13 — Nous avons vu que R est une classe d’équivalence (celle de 1) pour la relation d’équivalence

« avoir le méme signe » sur R*.
Tout élément de RY est un représentant de cette classe. Des représentants de cette classe sont donc par exemple

1, oum, ou V2... Ainsi, R%. = Cl(1) = Cl(m) = C1(v/2)...

ProposITION 14
Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur F.
L’ensemble des classes d’équivalence de E forme une partition de E, c¢’est-a-dire :

— Elles sont non vides,
— FElle sont deux a deux disjointes,

— Leur réunion est égale a ’ensemble E.

Preuve —

e Par définition, une classe d’équivalence C' est toujours la classe d’équivalence d’un élément z de E : C = Cl(z).
Comme xRz par réflexivité de R, on a x € Cl(x) = C et C est non vide.

e Soient C; et Cy deux classes d’équivalence. Supposons C1 N Ca # (). Soient x1 un représentant de C et xs un représentant
de Ca. Ainsi, C; = Cl(z1) et Cy = Cl(z2).
Par hypothese, il existe z € C1 N Cy. En particulier, x € C7 donc xRz et x € Cy donc xRxa. Par symétrie et transitivité de
R, x1Rx2. Donc d’apres la proposition précédente, Cl(z1) = Cl(z2), soit C1 = Ca.
Ainsi, deux classes sont soit égales soit disjointes.



1.3. RELATIONS D’ORDRE ET ENSEMBLES ORDONNES

e Soit z € E. Comme on a z € Cl(z), = appartient & la réunion des classes d’équivalence pour R. Donc E est inclus dans la
réunion des classes d’équivalence de R.
L’inclusion réciproque est évidente car une classe d’équivalence est une partie de E. Donc la réunion est égale & E.

Ainsi, ’ensemble des classes d’équivalence de E forme une partition de E. |

REMARQUE 15 — Ainsi, toute relation d’équivalence sur E donne une partition de E, et toute partition de E
donne une relation d’équivalence sur E.

Chaque relation d’équivalence sur E correspond a une partition de E. (penser par exemple au pays de naissance,
cela partionne 'ensemble des étres humains)

EXEMPLES 16

o La relation « avoir le méme signe » sur R* a ezactement deux classes d’équivalence : RY et R* . Ces deux
classes d’équivalence forment bien une partition de R*.

Preuve — Soit C' une classe d’équivalence et considérons x un représentant de C. Si x est positif, alors C = Cl(z) = R%. Si

z est négatif, alors C = Cl(z) = R* . Les classes R et R* sont bien sir distinctes. O
e Pour tout n € N, la relation de congruence modulo n sur Z possede exactement n classes d’équivalence :

les ensembles nZ +r = {nk +r | k € Z} avecr € {0,...,n —1}. On les note souvent 0, 1, ..., n — 1.

On a choisi comme représentant des différentes classes les entiers 0, 1, ..., n — 1.

Preuve — Soit C' une classe d’équivalence et considérons p un représentant de C. Comme p € Z, on peut effectuer la division
euclidienne de p par n. Il existe donc k € Z et r € {0,...,n — 1} tel que p = kn + r. Donc p = r mod n.

Done C =Cl(r) =nZ +r.

De plus, les n classes d’équivalence nZ +r ot r € {0,...,n — 1} deuz & deuz disjointes car si r1 et ro sont deur éléments

distincts de {0,...,n — 1} alors r1 n’est pas congru a r2 modulo n. O

DEFINITION 17

Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur F.

L’ensemble des classes d’équivalence de E pour la relation R s’appelle I’ensemble quotient de E par R.
On le note E/R. C’est un sous-ensemble de P(E) (ensemble des parties de F).

EXEMPLES 18
e L’ensemble quotient de R* par la relation « avoir le méme signe » est ’ensemble {R* R }.
o L’ensemble quotient de E par la relation d’égalité = est l’ensemble {{z}, x € E}.
e Soit n € Z. L’ensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est l'ensemble {nZ,nZ +
1,...,nZ+n—-1}={0,1,...,n— 1}. On note cet ensemble Z/nZ.
e Pour f: E — F, la relation « avoir la méme image par f » est une relation d’équivalence. L’ensemble
quotient de E par cette relation d’équivalence est {f~1({y}), vy € Im(f)}. (A vérifier. )

Les relations d’équivalence servent a étudier les éléments d’un ensemble E de fagon simplifiée.

Par exemple, la congruence modulo n sert a étudier les entiers de Z seulement selon le reste de leur division
euclidienne par n. La relation « signe » sur R étudie les nombres réels selon leur signe.

La relation « avoir le méme rang » chez les matrices n X p étudie les matrices selon leur rang (ou les familles de
p vecteurs de K™ selon leur rang).

1.3 RELATIONS D’ORDRE ET ENSEMBLES ORDONNES

La deuxieme grande famille de relations est celle des relations d’ordre. Une telle relation permet de hiérarchiser,
d’ordonner les éléments.
Cela généralise l'ordre sur les nombres entiers/réels, ou I'ordre des mots dans le dictionnaire.

1.3.1 Définitions et exemples

DEFINITION 19

Soient E un ensemble et R une relation binaire sur E.

On dit que R est une relation d’ordre \ffi/7\ sur E si R est réflexive, antisymétrique et transitive.
Dans ce cas, on dit que (F,R) est un ensemble ordonné.

REMARQUES 20 Une relation d’ordre est souvent notée <, ou <,....
Les écritures x < y et y = x sont équivalentes.



1.3. RELATIONS D’ORDRE ET ENSEMBLES ORDONNES

Souvent, x < y se lit « x plus petit que y » mais ce n'est qu’une convention.

La notation r X y < z signifiex Sy et y < z.

EXEMPLES 21

La relation < sur R, Q, Z ou N est une relation d’ordre.

La relation d’inclusion C sur P(E) est une relation d’ordre.

La relation < sur Fonct(E,R) (fonctions de E dans R) est une relation d’ordre.

La relation < n’est pas une relation d’ordre sur R car elle n’est pas réflexive. En effet, 1 £ 1.

La relation sur C : 2Rz’ si |z| < |2/| , n’est pas une relation d’ordre car elle n’est pas antisymétrique. On a
—1R1 et IR — 1 mais 1 # —1.

La relation de divisibilité sur N est une relation d’ordre.
Preuve —

— Antisymétrie : Soit (p,q) € N2. Supposons que p|q et q|p. Alors il existe k1 € N tel que p = k1 X q et il eviste ko € N
tel que ¢ = ka2 X p. Donc p = k1 X ka X p. Donc p(1 — k1k2) = 0.
Sip=0 alors q=ka Xxp=kae x0=0 doncp=q=0.
Sinon, k1ka =1 et comme k1 et ko sont des entiers naturels, on a k1 = ko = 1. Donc p = k1 X ¢ = q. Donc la relation
de divisibilité sur N est antisymétrique.

— Transitivité : Soit (m,n,p) € N3 tel que m|n et n|p. Montrons que m|p. Il existe k1 € N tel que n = k1 X n et il existe
ko € N tel que p = ka X n. Donc p =ka x k1 x m et k1 X ka € N. Donc m|p. Donc la relation de divisibilité sur N est
transitive.

Ainsi, la relation de divisibilité sur N est une relation d’ordre. O

La relation de divisibilité sur Z n’est pas une relation d’ordre car elle n’est pas antisymétrique.

REMARQUE 22 — % Dans R muni de la relation d’ordre usuelle <, on peut comparer deur a deux tous les
éléments (on a toujours x <y ouy < x).

Ce n’est pas le cas pour toutes les relations d’ordre, par exemple pour Uinclusion sur P(E).

Dans une relation d’ordre R, deux éléments de E ne sont pas toujours comparables.

On fait donc la définition suivante.

DEFINITION 23
Soit (E, <) un ensemble ordonné.

e On dit que I'ordre < est total \ %:/7\ si, pour tout (z,y) € E2,onazr <youy < .
On dit que (F, %) est un ensemble totalement ordonné.

e Sinon, on dit que 'ordre est partiel et 'ensemble (F, <) est appelé ensemble partiellement ordonné.

Quand on a z < y ou y < x, on dit que les éléments x et y sont comparables.

EXEMPLES 24

L’ensemble (R, <) est un ensemble totalement ordonné.

Si E contient plus de deuz éléments, I’ensemble (P(E), C) est un ensemble partiellement ordonné.
En effet, pour a et b des éléments distincts de E on a {a} ¢ {b} et {b} ¢ {a}.

La relation de divisibilité sur N est une relation d’ordre partiel. Par exemple, on a 213 et 31 2.

@ La négation de x < y est : x et y ne sont pas comparables ou z et y sont comparables et y < x.
Il faut bien se souvenir que si < n’est pas une relation d’ordre totale, on peut avoir x et y qui ne sont pas
comparables.

1.3.2 Majorant et minorant

DEFINITION 25
Soient (F, =) un ensemble ordonné et A une partie de E.

e Soit M € E. On dit que M est un majorant \ "5\ de A si : pour tout a € A, on a a < M.
< a.

e Soit m € E. On dit que m est un minorant \ [\ de A si : pour tout a € 4, on a m

EXEMPLES 26



1.3. RELATIONS D’ORDRE ET ENSEMBLES ORDONNES

e Dans (R, <), l'ensemble R_ est l’ensemble des minorants de R.
R4 n’admet pas de majorant.
Preuve — En effet, supposons que M soit un majorant de Ry. Alors, comme M +1 € Ry, on a M +1 < M, ce qui est
absurde. O
e Pour la relation d’inclusion, () est un minorant de P(FE) et E est un majorant de P(E).
e Pour la relation de divisibilité sur N, ’ensemble {1,2} est l'ensemble des minorants de l’ensemble {4,6} et
l’ensemble des multiples de 12, 12N, est ’ensemble des majorants.
Pour A C N, 0 est un majorant de A pour la relation de divisibilité.
Preuve —
- Soit m un minorant de {4,6}. Alors m|4 et m|6 donc m|6 —4 =2. Donc m =1 oum =2. 1 et 2 divisent évidemment
4 et 6. Donc l’ensemble des minorants est {1,2}.

- Soit M un majorant de {4,6}. Alors 4|M et 6|M donc 12 = ppcm(4,6)|M. Donc M est un multiple de 12. 4 et 6
dwisent évidemment tout multiple de 12. Donc l’ensemble des majorants est {12n | n € N}.

O

REMARQUE 27 — Un magjorant ou un minorant d’une partie A, s’ils existent, ne sont pas forcément uniques.
C’est ce que l'on vient de voir.

DEFINITION 28

e On dit que A est une partie majorée si A admet au moins un majorant M.
Autrement dit, A est majorée s’il existe M € E tel que pour tout a € A, a < M.

On dit aussi que M majore A ou que A est majorée par M.

e On dit que A est une partie minorée si A admet au moins un minorant m.
Autrement dit, A est minorée s’il existe m € E tel que pour tout a € A, m < a.
On dit aussi que m minore A ou que A est minorée par m.

e On dit que A est bornée si A est majorée et minorée.
Autrement dit, A est bornée s’il existe (m, M) € E? tel que pour tout a € A, m < a < M.

EXEMPLES 29

e Pour la relation < sur R, Ry est une partie minorée, par exemple par 0.
La partie Ry n’est pas majorée car elle n’admet pas de majorant.

e Pour la relation d’inclusion, la partie P(E) est minorée (par () et majorée (par E).
P(E) est donc une partie bornée pour l'inclusion.

e Pour la relation de divisibilité sur N, l’ensemble {4,6} est minoré, par exemple par 2, et majoré, par
exemple par 12. C’est donc une partie bornée pour la relation de divisibilité.

1.3.3 Maximum et minimum

DEFINITION 30
Soient (F, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

e On dit que A admet un maximum \ 5 KX {H\ s’il existe M € A tel que pour tout a € A, on a a < M.
< a.

e On dit que A admet un minimum \ fz//MH\ §'il existe m € A tel que pour tout a € A, on a m

REMARQUE 31 — Un mazimum (resp. minimum) de A est donc un majorant (resp. minorant) de A qui appartient
a A.
PROPOSITION 32 Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

e Si A admet un mazimum alors celui-ci est unique, et est noté max(A).

e Si A admet un minimum alors celui-ci est unique, et est noté min(A).

Preuve —
e Supposons que A admette deux maximums My et Ms. Montrons que M7 = Ms. Par définition du maximum, M; et M2 sont
des éléments de A et sont des majorants de A. Comme M; est un majorant de A et My € A, on a M2 < M;. De méme, Moy
étant un majorant de A et My € A, on a M1 < M>. Donc par antisymétrie de <, on en déduit que M1 = Ms. Donc, si A
admet un maximum alors celui-ci est unique.

e La preuve est analogue au cas précédent.

O

REMARQUE 33 — S'ils existent, on peut donc parler DU mazimum et DU minimum d’une partie A (car ils sont
uniques), mais on parle toujours d’UN majorant et d’UN minorant de A (car ils ne sont en général pas uniques).

6
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EXEMPLES 34
e 0 est le minimum de Ry. Ry n’admet pas de maximum.
e Pour la relation d’inclusion, () est le minimum de P(E), et E est son maximum.

e Dans (N,|), Uensemble {4,6} n’admet pas de minimum ni de mazimum. En effet, aucun des minorants
{1,2} et aucun des majorants {12n | n € N*} n’appartient & {4,6}.

e Dans (R, <), soit I =[0,1[. Le minimum de I est 0 et I n’admet pas de mazimum.
M+1

. Alors M’ € [0,1]

et M < M’', contredisant la mazimalité de M. Donc I n’admet pas de maximum. O

Preuve — Supposons que I admette un mazimum M. Alors M € [0,1] donc M < 1. Posons M' =

1
e Dans (R, <), soit A= { |ne N*}, Le mazimum de A est 1 et A n’admet pas de minimum.
n

Preuve —

1 1
- Onal= 1 donc 1 € A et pour tout n € N*, — <1 donc A admet un mazimum et max(A) = 1.
n

1
— Supposons que A admette un minimum m. Alors m € A et il existe ng € N* tel que m = —. m étant un minorant,

no
1 1 1

pour tout n € N*, m < —. En particulier, pour n =ng+1, on a — <
n no ng + 1

, ce qui est absurde.

Donc A n’admet pas de minimum.

On rappelle trois propriétés fondamentales de ’ensemble N.

PROPOSITION 35
Dans I’ensemble ordonné (N, <), on a :

e Toute partie non vide de N admet un minimum,
e Toute partie non vide majorée de N admet un maximum,

e N n’a pas de maximum.

1.3.4 Borne supérieure et borne inférieure

Le maximum et le minimum d’une partie A sont des éléments intéressants quand on veut étudier A avec la
relation d’ordre <.

Souvent, A possede des minorants et des majorants, mais pas de minimum ou de maximum. (penser  ]a, b[ dans
R)

On généralise ces définitions avec les définitions suivantes.

DEFINITION 36
Soient (F, =) un ensemble ordonné et A une partie de E.

e On appelle borne supérieure \ [ffi 7\ de A, si elle existe, le plus petit des majorants de A.
On la note alors sup(A). Cet élément est aussi appelé supremum de A.

e On appelle borne inférieure \ N5\ de A, si elle existe, le plus grand des minorants de A.
On la note alors inf(A). Cet élément est aussi appelé infimum de A.

REMARQUE 37 — La borne supérieure (resp. inférieure) n’existe pas nécessairement.
Mais, si elle existe, elle est unique par unicité du minimum des majorants de A (resp. mazimum des minorants).

METHODE 38 — Pour démontrer que A admel une borne supérieure (respectivement inférieure) égale o M (resp.
m),
1. on commence par montrer que M (resp. m) est un majorant (resp. minorant) de A :
pour tout a € A, on aa < M (resp. m < a),

2. puis on montre que tout majorant (resp. minorant) de A est supérieur (resp. inférieur) a M (resp. m) :
pour tout M' majorant de A (resp. m' minorant d A), on a M < M’ (resp. m' x m).

On montre ainsi que M est le plus petit des majorants (respectivement m est le plus grand des minorants).

@ La différence entre max(A) et sup(A) est que max(A) est un élément de A alors que sup(A) n’est pas
forcément un élément de A.

On a cependant le résultat suivant.
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PROPOSITION 39
Soient (F, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
e Si A posséde un maximum alors A posséde une borne supérieure, et max(A) = sup(A4).

e Si A posséde un minimum alors A posséde une borne inférieure, et min(A) = inf(A).

Preuve —

e Supposons que A posséde un maximum M. Alors M est un majorant de A.
De plus, comme M € A, pour tout majorant M’ de A, on a M < M’.

Donc M est le plus petit des majorants. Donc A admet une borne supérieure et M = sup(A).

e Preuve analogue & la précédente.

EXEMPLES 40
e Pour l'ordre usuel sur R, 0 est le mazimum donc la borne inférieure de Ry : inf(Ry) = 0.
Par contre, Ry n’admet pas de borne supérieure car Ry n’est pas majoré.
e Pour la relation d’inclusion sur P(E), O est le minimum de P(E) donc sa borne inférieure (B = inf(P(E))),
E est le mazimum de P(E) donc sa borne supérieure.
e Pour la relation de divisibilité, la borne inférieure de {4,6} est 2 et la borne supérieure est 12.

Preuve — Nous avons vu que [’ensemble des minorants est {1,2}. Donc le plus grand des minorants eziste et vaut 2. Donc
sup({4,6}) = 2. L’ensemble des majorants est {12n | n € N*}. Donc le plus petit des majorants existe et vaut 12. Donc
inf({4,6}) = 12. O

e Dans (R, <), [0,1] n’admet pas de maximum mais admet une borne supérieure égale d 1.
Sa borne inférieure est égale a son minimum, 0.
Preuve — Nous avons déja vu que [0, 1] n’admet pas de mazimum.
Montrons que [0,1] admet une borne supérieure égale a 1.
Pour tout x € [0,1[, on a © < 1. Donc 1 majore [0, 1].

1
Montrons que 1 est le plus petit des magjorants. Soit M un majorant de [0,1[. Pour tout n € N*, 1 — — € [0,1], donc
n

1
1— — < M. En laissant tendre n vers +o0o, on en déduit que 1 < M.
n
Donc 1 est le plus petit des magorants de [0,1] et sup(A) = 1. O

1
e Dans (R, <), 'ensemble A = { |ne N*} n‘admet pas de minimum mais admet une borne inférieure
n

égale a 0.

Sa borne supérieure est égale a son mazimum, 1. (sup(A) = max(A) =1).
Preuve — Nous avons déja vu que A n’admet pas de minimum.

Montrons que A admet une borne inférieure égale a 0.

1
Pour tout n € N*, 0 < —. Donc 0 est un minorant de A.
n
Montrons que 0 est le plus grand des minorants. Soit m un minorant de A. Comme m minore A, pour tout n € N*, on a
1
m < —. En laissant tendre n vers +00, on obtient m < 0.

n
Donc 0 est le plus grand des minorants de A et inf(A) = 0. O

@ D’apres les deux derniers exemples, une partie A peut avoir une borne supérieure (resp. inférieure) mais ne
pas avoir de maximum (resp. minimum).

Cas particulier de ’ensemble ordonné (R, <)

Citons deux propriétés fondamentales de R. On admet ces propriétés qui découlent de la construction de R.
La démonstration de nombreux théoremes d’analyse repose sur ces propriétés.

PROPOSITION 41 (Propriété de la borne supérieure/inférieure)
Dans lensemble ordonné (R, <),

e Toute partie A non vide et majorée admet une borne supérieure,

e Toute partie A non vide et minorée admet une borne inférieure.

REMARQUE 42 — La propriété de la borne supérieure est un résultat d’existence, elle ne donne pas la valeur de
cette borne supérieure.
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Dans certains cas, on a une idée de la borne supérieure, par exemple, on a vu que sup([0,1]) = 1, et on le
démontre en revenant a la définition de la borne supérieure.

Dans d’autres cas, on ne connait pas cette valeur. Mais cette propriété permet de justifier que la borne supérieure
existe.

PROPOSITION 43 (Caractérisation de la borne supérieure)
Soit A une partie non vide et majorée de R. Soit M € R.

1) M majore A

Alors M = sup(4) si et seulement: si { 2) pour tout = € R tel que x < M, il existe a € A tel que z < a < M.

1) M majore A,

. . 1 . o
solt encore, 51 et seulement si { 2) pour tout € > 0, il existe a € A tel que M —e < a < M.

PROPOSITION 44 (Caractérisation de la borne inférieure)
Soit A une partie non vide minorée de R. Soit m € R.

1) m minore A

Alors m = inf(A) si et seulement si { 2) pour tout = € R tel que > m, il existe a € A tel que m < a < z.

1) m minore A,

soit encore, si et seulement si { 2) pour tout € > 0, il existe a € A tel que m < a <m +e.

m € m-+e

ac A A

1
EXEMPLE 45 — Retrouvons la valeur de la borne inférieure de 'ezemple A = { |ne N*}.
n

1) 0 minore A.
. . 1 S 1 1
2) Soite > 0. Comme lim — =0, il existe ng € N* tel que 0 < — < ¢ et — € A.
n—+oo 1 no no

Done, avec la caractérisation de la borne supérieure, on obtient que inf(A) = 0.

EXEMPLE 46 — Soit A une partie non vide et bornée de R. Posons E = {|z —y| | (z,y) € A%}.
E est donc l’ensemble des distances entre deux points de A.

— A étant non vide, on peut trouver un élément x € A. Alors, comme (z,x) € A2, |x — 2| =0 € E. Donc E
est une partie non vide de R.

— A étant bornée, il existe b € R tel que pour tout x € A, on ait |x| < b.
Soit (x,y) € A%. Par inégalité triangulaire, on a |z —y| < |z|+ |y| < b+ b= 2b. Donc E est majoré par 2b.

— E étant une partie non vide et majorée de R, elle admet donc une borne supérieure, que l’on note §.
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— Déterminons 9.
A étant non vide et bornée, A est en particulier non vide et minorée, donc m = inf(A) existe.
De méme, A est en particulier non vide et majorée, donc M = sup(A) existe.
Montrons que 6 = M —m = sup(A) — inf(A).

m 5 M
| |
I I
‘ZJEA A .Z’GA‘
M—-—m-—c¢
M —m

1)  Pour tout (z,y) € A2, onam<x<Metm<y<M. Donc—(M—m)<x—y<M-—m, soit
|z —y| < M —m.

Donc M — m majore E. C’est-a-dire § < M — m.

2) Soit e > 0. D’apres la caractérisation de la borne supérieure (en prenant €' = 5 ), il existe x € A tel

M—g<x§M,

€
D’aprés la caractérisation de la borne inférieure (en prenant €' = 5), il existe y € A tel quem <y < m+ 5
Alors M —m—e<z—y < |z —yl.
En posantd= |z —y|, onadoncde E et M —m—e<d<M—m.

Done, d’aprés la propriété de caractérisation de la borne supérieure, on obtient sup(E) =0 =M —m =
sup(A4) — inf(A).

PROPOSITION 47
Soient a et b deux nombres réels.

e Si, pour tout € >0, on a a > b— ¢ alors a > b.

e Si, pour tout € >0, on a a < b+ ¢ alors a < b.

Preuve — Traitons le premier point, le deuxieme point se traitant de maniere analogue.
Supposons que pour tout € > 0, onaa >b—e. On pose B = {bf elee Ri}
On a sup(B) = b d’apres la caractérisation de la borne supérieure et, par hypotheése, a est un majorant de B. La borne supérieure

étant le plus petit des majorants, on en déduit que b < a. D’ou le résultat. O

PROPOSITION 48 (Caractérisation séquentielle de la borne sup./inf.)
Soit A une partie non vide de R. Soit (m, M) € R2.

e Supposons que A est majorée.

1) M majore A

Alors M = sup(A) si et seulement si { 2) il existe une suite (a,)neny d’éléments de A qui converge vers M.

e Supposons que A est minorée.

1) m minore A

Alors m = inf(A) si et seulement si { 2) il existe une suite (a,)nen d’éléments de A qui converge vers m.

Preuve — Traitons le cas de la borne supérieure. A étant une partie non vide majorée de R, A admet une borne supérieure.
e Supposons que M = sup(A).
Alors, par définition de la borne supérieure, M majore A. D’ou le premier point.

Construisons une suite d’éléments de A qui converge vers M. Pour tout n € N, on va utiliser la caractérisation de la borne supérieure
1 1
avec € = Tl > 0. Pour tout n € N, il existe an, € A tel que M — Tl < an < M. La suite (an)nen est donc une suite d’éléments
n n
de A. De plus, en laissant tendre n vers +o0o, on en déduit que M < lim a, < M, soit lim ap = M. On a donc construit une

n——+oo n—-+oo
suite (an)nen d’éléments de A qui converge vers M.

e Réciproquement, soit M € R. Supposons que M majore A et qu’il existe une suite (an)nen d’éléments de A qui converge vers M.
Utilisons la caractérisation de la borne supérieure.

1) Par hypotheése, M majore de A.

10
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2) Soit € > 0. Comme 1iIIl an = M, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, an > M — e. En particulier, on a an, € A et
n— oo
M —& < an, <M.

Donc, par la caractérisation de la borne supérieure, M = sup(A).

1
EXEMPLE 49 — Retrouvons la valeur de borne inférieure de l’exemple A = { |ne N*}.
n

1) A est minoré par 0.

1
2) Posons, pour tout n € N* u, = —. Pour tout n € N*, u,, € A et u,, — 0 lorsque n tend vers +o00. La suite

n
(Un)nen+ d’éléments de A converge donc vers 0.

Donc, d’apres la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, on a inf(A) = 0.

EXEMPLE 50 — Soit B = {21)3_ | (p,q) € N*Q}, Montrer que B admet un sup. et un inf., et les calculer.
q
e Remarquons que B est non vide et pour tout (p,q) € N*2, 21’3— < % =1 donc B est majoré par 1.
q

B étant une partie de R non vide majorée, B admet une borne supérieure.

1) 1 majore B.
n
2) Posons, pour tout n € N*, u,, = G Alors, pour tout n € N*, u,, € B et (u,)nen+ converge vers 1.
n

Done, par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, on a sup(B) = 1.

q

———— donc B est minoré par 0. B étant une
2P +gq

e Remarquons que B est non vide et pour tout (p,q) € N*2, 0 <
partie de R non vide minorée, B admet une borne inférieure.

1) 0 minore B.

2) Posons, pour tout n € N*, v, Alors, pour tout n € N*, v,, € B et (v )nen+ converge vers 0.

oy

Done, d’apreés la caractérisation séquentielle de la borne inférieure, on a inf(B) = 0.

11
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2.1 LOI DE COMPOSITION INTERNE, NOTION DE GROUPE

Loi de composition interne

Dans tout ce chapitre, si cela n’est pas précisé, E désigne un ensemble.

DEFINITION 1

Soit F un ensemble.

On appelle loi de composition interne (ou opération) sur E toute fonction ¢ : E x E — E. L’image ¢(a,b)
(écriture préfixe) sera souvent notée a x b (écriture infixe), et la loi de composition sera appelée .

EXEMPLES 2— Les ensembles et opérations suivants : (Z,+), (P(E),N), (R3,A), ou A est le produit vectoriel,
sont des ensembles munis d’une loi de composition interne.

DEFINITION 3
Soit (E,*) un ensemble muni d’une loi de composition interne .
Une partie F' C E de E est dite stable par * si 'on a « xy € F' pour tous z,y € F.

La restriction de x a F' x F est alors appelée loi induite sur F'.
REMARQUE 4 — Si F' n’est pas stable par %, on ne peut pas parler de loi induite (car elle n’est pas bien définie!).

EXEMPLE 5 —

1. Pour (C,+), les ensembles R, Q, Z et N sont des parties stables pour la loi d’addition.
Ces parties peuvent donc étre considérées comme étant munies de la loi induite par + sur C.

2. La composition de fonctions o définit une loi interne sur F(E), Uensemble des fonctions d’un ensemble E
dans lut méme.

En particulier, le sous-ensemble des bijections de E dans E, Bij (E), est stable par o.

Groupe : Définition et exemples

DEFINITION 6
Soit (G, *) un ensemble muni d’une loi de composition interne.
On dit que (G, %) est un groupe \i7\ si la loi x vérifie les propriétés suivantes :

1. La loi % est associative \ iz 5xji 45 & -
Va,y,z€ G, onaxx* (y*2z)=(rx*xy)*z;
2. L’ensemble G possede un élément neutre \ {7 7T\ pour la loi x :

Jee G, telqueVr € G, exx=xxe=uz;

12



2.1. LOI DE COMPOSITION INTERNE, NOTION DE GROUPE

3.

tout élément est inversible \ 1[0 [\ :
VeeG,JyeGtelquezxy =y*xx =e.

On appelle y le symétrique de = que 1’on notera parfois y =% (I'inverse) ou —y ('opposé).

De plus, le groupe (G,*) est commutatif (ou abélien \[] UL/ /22 ¥ /IIHE)) si la loi est commutative :
Ve,y € G, xxy=1y*x.

EXEMPLE 7 — Nous allons d’abord donner quelques exemples que nous avons déja rencontrés.

1.

S Gv s o

Les ensembles Z, Q, R et C munis de la loi d’addition + sont des groupes, qui sont abéliens.
L’ensemble N muni de l’addition n’est pas un groupe. (Pourquoi ¢)

Les ensembles de matrices 4y, ,(K) munis de la loi d’addition sont des groupes, qui sont abéliens.

Les ensembles K[X] munis de la loi d’addition sont des groupes, qui sont abéliens.

Les espaces vectoriels E munis de leur loi d’addition de vecteurs sont des groupes, qui sont commutatifs.

Les ensembles Q, R et C munis de la multiplication ne sont pas des groupes. (Pourquoi ?)
Mais Q*, R* et C* munis de la multiplication le sont, et sont commutatifs.

Les ensembles de matrices inversibles GL,,(K) munis de la multiplication matricielle sont des groupes. Si
n > 2 ces groupes ne sont pas abéliens.

Par exemple A = ((1) }) et B= <1 ?) sont des matrices inversibles, mais AB # BA.

EXERCICE 1 —

1.
2.

3.

Montrer que l’ensemble U des nombres complexes de module 1 est un groupe pour la loi de multiplication.

Soit G = {0,1} et la loi + donnée par la tableau :
+ 1101

010]1| cesta-dire04+0=0,14+40=0+1=1¢et1+1=0. Montrer que (G,+) est un groupe. On
1110
le notera par la suite (Z/27,+).

L’ensemble Z(E) muni de l'union est-il un groupe ? Et avec l'intersection ? Et avec la différence symétrique
A:AAB=(ANB)U(ANB)?
Pour vérifier Uassiciativité, on peut utiliser le fait que pour tout A € P(FE) la fonction :

xa: E — 7.)27.
lsizeA
X —
0 sinon

et montrer que l’on a XAAB = XA + XB-

REMARQUE 8 — Soit (G,*) un groupe. Alors G posséde un unique élément neutre.

En effet, pour e, e’ deux éléments neutres de G, on aexe' =€ etexe’ =e, donce=¢'.

DEFINITION 9
Soit (G,*) un groupe. Pour tout élément x € G et tout entier n € Z*, on notera :

7! le symétrique de = (ou Pinverse de ) ;

20 :=e;

" =g *...xx si n est strictement positif;
n fois

n —1

" = a2 ' % ... xx7! sin est strictement négatif.
—

—n fois

REMARQUE 10 — Awec cette notation, pour tout x € G et tousn,m € Z et k € N*, on a :

n m n+m

" xax™ =2 kn.

et (M =a"x.. . xa" =2z
—_—
k fois

13
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ProrosITION 11
Soit (G, *) un groupe. Soient a,b € G.
Alors, on a (axb)"t =b"txa™ L

Preuve — On a (axb)x (b" 1 xa" 1) =eg, et (b1 xa" 1) x (axb) = eq. O
Si les éléments a et b ne commutent pas, alors (axb)™' =b"txa "t #a"lxb7L.

ProproOsITION 12
Soient (G, *1) et (Ga,*2) deux groupes.

L’ensemble G = G; X G5 muni de la loi produit :
GxG — G

*
((g1,92), (h1,h2)) = (g1 %1 b1, 92 %2 h2)
On l’appelle produit direct des groupes G1 et Gs.

est lui aussi un groupe.

Preuve — Il faut vérifier les trois conditions de la définition d’un groupe :
1. Par définition de la loi produit *, celle-ci est associative.

2. Soient e; et ez les deux éléments neutres de G1 et Ga. L’élément (e, e2) est alors I’élément neutre de G1 X G2 pour la loi
produit. (Le vérifier.)

3. Soit (x,y) appartenant & G1 x Ga. Alors (z~1,y~ 1) est I'inverse de (z,y) pour la loi *.

2.2 SOUS-GROUPES ET ORDRE D’UN ELEMENT

Notion de sous-groupe

DEFINITION 13

Soit (G,*) un groupe. Soit H un sous-ensemble de G.

On dit que H est un sous-groupe \ HF\ de (G, *) s’il vérifie les propriétés suivantes :
1. L’élément neutre e appartient a H ;
2. Pour tous z,y appartenant & H, le produit  x y appartient & H (autrement dit H est stable par la loi %) ;
3. Pour tout x appartenant a H, l'inverse de x appartient a H.

Si H est un sous-groupe de G, on notera H < G.

Prorosition 14
Soient (G, *) un groupe et H un sous-groupe de G.
Alors 'ensemble H muni de la loi x restreinte a H est un groupe.

Preuve — Il faut vérfier les conditions de la définition de groupe :
1. Comme H est un sous-groupe, il posséde un élément neutre e, qui est celui de G.
2. La loi % restreinte & H est associative puisqu’elle I’est sur G.

3. L’ensemble H est un sous-groupe, donc chaque élément de H posséde un inverse dans H.

La proposition suivante donne un critere simple pour montrer qu’'un sous-ensemble est un sous-groupe.

PROPOSITION 15
Soient (G, *) un groupe et H un sous-ensemble de G.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. H est un sous-groupe;

1

2. H est non vide, et pour tous x,y appartenant a H, x xy~ " appartient a H.

Preuve — Commengons par montrer que le premier point implique le second. Comme H est un sous-groupe il contient e et est donc
non-vide. Soient z,y € H. Comme H est un sous-groupe on a y—1 € H. Donc x xy~! € H.
Soit maintenant H un sous-ensemble de G satisfaisant le second point.

1. Comme H est non-vide, il contient un élément z. Par hypothése, 1’élément neutre e = x  ~1 appartient donc & H.

2. Soit x € H. Puisque e appartient & H, x~1 = e x x~1 appartient lui aussi & H.

-1

3. Soit x,y € H. Puisque y~! appartient & H, z xy = z % (y~)~! appartient lui aussi & H.
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2.2. SOUS-GROUPES ET ORDRE D’UN ELEMENT

Donc H est un sous-groupe de G. O

EXEMPLE 16 —

1. Soit (G,*) un groupe et e son élément neutre. L’ensemble {eq} est un sous-groupe de G. On lappelle le
sous-groupe trivial de G.

2. Soit n € Z un entier. L’ensemble nZ = {nk,k € Z} des multiples de n est un sous-groupe de (Z,+).

3. L’ensemble U= {z € C, |z| =1} est un sous-groupe de (C*, x).
Pour n > 0, l’ensemble U,, = {z € C, z™ = 1} est un sous-groupe de U (Pourquoi ?).

4. Soit E un ensemble et A une partie de E. L’ensemble des bijections f : E — E telles que f(x) = x, Vo € A,
est un sous-groupe de (Bij(E), o).

5. Soient E un ensemble et x un élément de E.
L’ensemble des parties de E qui ne contiennent pas x est un sous-groupe de (P(E),A). (Le vérifier)

REMARQUE 17 —

e Soit (G, ) un groupe et H un sous-groupe de G. Soit x € H. Alors H contient tous les ™, n € Z.

o Pout G un groupe, et X,Y des sous-groupes de G, la relation : X <Y si X est un sous-groupe de Y, est une
relation d’ordre. Cette relation d’ordre n’est pas totale en général.

@ Il faut bien penser & vérifier que le sous-ensemble H est non-vide pour montrer que c’est un sous-groupe.
L’ensemble vide ) est un sous-ensemble de (G, mais pas un sous-groupe.

EXERCICE 2 —

1. Une homothétie \NL{LL\ sur R? est une fonction de la forme

RB
()\1’1, )\ZL’Q, )\1'3) ’

RS

hy :
A (551,!52,%3)

—
—

ou A\ est un réel non nul. Montrer que l’ensemble des homothéties muni la composition de fonctions est un
groupe. Montrer que ce groupe est abélien.

2. Une translation sur R? est une fonction de la forme

o R? — R?
0 (z1,ma,w3) = (21 +ar, w2 +az, 73+ az)
ot a=(ay,...,a3) est un vecteur de R®. Montrer que l’ensemble des translations muni de la composition

de fonctions est un groupe. Montrer que ce groupe est abélien.

PROPOSITION 18 (Intersection de sous-groupes)
Soient (G, ) un groupe et (H;);ecr une famille de sous-groupes de G.
Alors le sous-ensemble N;c7 H; est un sous-groupe de G.

Preuve — Ce sous-ensemble contient e et est donc non-vide. Soient x,y € N;cyH;. Pour tout ¢ € I, x et y appartiennent a H;.

1

D’aprés la proposition précédente, on a donc x «y~1 € H; pour tout i € I. Ainsi, z  y~ ' appartient N;e 7 H;. Donc N;cr H; est bien

un sous-groupe de G. |

ProrosiTioN 19
Soient (G, ) un groupe et H et K deux sous-groupes.
L’ensemble H U K est un sous-groupe de G si et seulement si H est inclus dans K ou K est inclus dans H.

Preuve — Si H est inclus dans K ou K est inclus dans H, alors H U K est un sous-groupe de G.

Réciproquement, soient H et K deux sous-groupes tels que H U K soit un sous-groupe. Supposons que H ne soit pas inclus dans K.
Il existe alors z € H\K.

Soit y € K. Comme H U K est un sous-groupe de G, = * y appartient & H U K. Comme z ¢ K, z *y n’appartient pas & K. En effet,
on aurait sinon x = (zxy) xy~! € K.

Ainsi, on a x xy € H. Comme 2 € H, on a donc y = =1 * (x y) € H. On en conclut donc que K est inclus dans H. O

EXERCICE 3 — Soient n,m deux entiers. Montrer que nZ \JmZ est un groupe si et seulement si nlm ou m|n.
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2.2. SOUS-GROUPES ET ORDRE D’UN ELEMENT

PROPOSITION 20
Les sous-groupes de (Z, +) sont de la forme nZ, avec n € N uniquement déterminé.

Preuve — Soit H un sous-groupe de Z (sous-entendu pour l'addition). Si H = {0}, alors n = 0 convient.

Sinon, posons n € H \ {0} le plus petit entier naturel non nul appartenant & H (son existence est assurée). Alors, nZ = {kn,k € Z}
est contenu dans H. Réciproquement, soit a € H. La division euclidienne de a par n donne

a=ng+r, 0<r<n.

On a alors 7 = p —nqg € H, avec 0 < r < n. Par minimalité de n on a donc r = 0, donc a = nq € nZ. Ainsi, H C nZ.

On termine la preuve en vérifiant que pour tout n € Z, nZ est un sous-groupe de Z. |

Sous-groupe engendré par une partie

PROPOSITION-DEFINITION 21

Soient (G, *) un groupe et S une partie de G.

On appelle sous-groupe engendré \ “£ /1] T#F\ par S le plus petit sous-groupe contenant S.
On note (S) ce sous-groupe. Il est caractérisé par la relation :

()= ) H

SCH<G

Lorsque S est un singleton {z}, on note (x) le groupe engendré par {z}.
On l'appelle aussi le sous-groupe engendré par x.

Preuve — Soit S un partie de G. On pose A := {H < G tels que S C H}. L’ensemble A n’est pas vide car il contient G. D’apres la

proposition 18, ’ensemble (S) := m H est un sous-groupe de G. Ce sous-groupe contient S. De plus, tout sous-groupe H de G
HecA
contenant S appartient & A et donc contient (S). (S) est donc le plus petit sous-groupe contenant S. |

REMARQUE 22 — Soit (G, ) un groupe et S une partie de G.

L’ensemble A de tous les produits ai x ... * ap, avec a; € S ou ai_1 € S pour tout i € [1,n], est un sous-groupe
de G (le vérifier).

De plus, tous les sous-groupes de G contenant S contiennent A (Pourquoi ?).

A est donc le sous-groupe engendré par S.

En particulier, pour x € G le sous-groupe engendré par x est
(x) ={2"/ neZ}.

EXEMPLE 23 —
1. Le sous-groupe de Z engendré par 1 est Z : (1) = Z.
2. Le sous-groupe de Z engendré par n est nZ : {n) = nZ.
3. Pour ay,...,ar €7Z, on a {{a1,...,a,}) = pged(a,...,a,)Z (voir chapitre Arithmétique).

EXERCICE 4 — Montrer qu’il n’eziste pas de partie finie S de Q telle que (S) = Q.

DEFINITION 24

Soit (G, ) un groupe.

Le groupe G est monogene s’il existe a € G tel que G =< a >.
L’élément a est appelé un générateur de G.

Si G est monogene et fini, on dit que G est un groupe cyclique \ JEEAHE\ .

PROPOSITION 25
Soit (G, *) un groupe.
Si G est monogene, alors il est abélien.
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2.2. SOUS-GROUPES ET ORDRE D’UN ELEMENT

Preuve — Soit = un élément G tel que G = (z). Soient x,y € G. 1l existe alors n,m € Z tels que z™ = y et ™™ = z (voir la remarque
22). On a donc :

yrkz=za"xax™ ="t = 2™ x 2" =z xy.

EXEMPLE 26 —

Tout sous-groupe de Z est de la forme nZ et est donc monogéne.
2. Pourn > 1, l’ensemble U,, des racines n-iémes de 'unité muni de la multiplication est un groupe.
1l est cyclique, et x = exp <2:ZT> est un générateur du groupe.
Le groupe (Uy, X) est un groupe a n éléments. Il existe ainsi des groupes finis de toutes les tailles possibles.

3. L’ensemble Uoo = {2z € C, In € N, 2™ =1} est-il un groupe monogéne ¢

Ordre d’un élément

DEFINITION 27

Soit (G, ) un groupe fini.

On appelle ordre de G le nombre d’éléments de G (c¢’est le cardinal de G).
On le note |G| (ou Card(G)).

DEFINITION 28
Soient (G, ) un groupe et a € G.

Si le sous-groupe (a) est fini, alors 'ordre de a, noté ord(a), est le cardinal de ce sous-groupe.
Sinon, on dit que a est d’ordre infini.

EXEMPLE 29 — Dans (C*, x), i est un élément d’ordre 4. En effet, on a :

donc (i) = {1,i,—1, —i}.

EXEMPLE 30 — Soit E = {1,2,3}. Pour f : E — E avec f(1) =2, f(2) =3, f(3) =1, pn a f € By(E).
Dans le groupe (Bi(E),0), [ est un élément d’ordre 3. En effet, on a :

fO=1Id, fl=f f*#fetld f3=Id,
donc (f) = {Id, f, *}.

PropPOSITION 31

Soient (G, *) est un groupe et = € G.

L’élement x est d’ordre fini si et seulement s’il existe k € N* tel que x e.
Dans ce cas, ord(z) est le plus petit entier n strictement positif tel que 2™ = e.

k:

Preuve — Supposons qu’il existe k € N* tel que ¥ = e. Soit n € N* le plus petit entier tel que 2" = e. Montrons alors que
(x) = {e,x,..., "1}, ce qui prouvera que x est d’ordre fini et que ord(z) = n.
On sait que (z) = {z*, k € Z}. Ainsi, on a {e,z,--- ,2" "1} C (x). Réciproquement, soit k € Z. On effectue la division euclidienne de
kparn:k=qgn+ravec0<r<n-—1. On aalors :

=gt = g g = (2™ 2" = 2" € {e,x,..., 2"},
ce qui prouve que (z) = {e,,...,z""1}. Donc z est d’ordre fini et ord(z) = n.

Réciproquement, supposons que x est d’ordre fini n. Montrons alors qu’il existe un entier r strictement positif tel que " = e.
L’ensemble {e, z,...,z"} comporte ainsi au plus n éléments distincts. Il y a donc 0 < k < K’ < n tels que zF = 2%, Cela donne
¢ =% = ¢. Comme k' — k > 0, il existe donc un entier strictement positif r tel que 2" = e. La premiere moitié de la preuve nous dit

alors que n = ord(x) est le plus petit entier tel que ™ = e, ce qui conclut. O

REMARQUE 32 — FEn réutilisant l'idée de la division euclidienne, on montre que si x € G est d’ordre fini n,
alors on a x* = e si et seulement si n divise k.

De plus, tout groupe (G,*) posséde un unique élément d’ordre 1 : son élément neutre eq.
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2.3. MORPHISMES DE GROUPES, ISOMORPHISMES

ProrosiTion 33
Soit (G, ) un groupe fini de cardinal n.
Alors, pour tout x € G, il existe un entier p € [1,n] tel que 2P = e.

Preuve — Comme G est fini et comme (z) < G, alors (z) est fini et ord(z) < n. La proposition précédente permet de conclure. [

REMARQUE 34 — Les groupes pouvant se définir de facon trés formelle, comment classifier les groupes, comment
les identifier ¢

On retrouvera des ensembles de nature trés différente comme Z/nZ, U,,, groupes de rotations... mais qui ont en
fait les mémes propriétés.

2.3 MORPHISMES DE GROUPES, ISOMORPHISMES

Définitions et premieres propriétés

Les groupes sont des ensembles importants en mathématiques, on les retrouve dans beaucoup de domaines et
dans beaucoup de situations. Avec des ensembles, on regarde des fonctions définies sur ces ensembles.

Pour les espaces vectoriels on regarde les applications linéaires, les fonctions sur des e.v. qui préservent la
structure d’espace vectoriel. Pour les groupes, nous allons regarder les fonctions qui préservent la structure de
groupe.

DEFINITION 35
Soit (G, %) et (H,A) deux groupes.
Une fonction ¢ : G — H est un morphisme de groupes (\[7]:%\) si I'on a :

Vo,y € G, p(zxy) = p(x)Np(y).

De plus, on dit que ¢ est :
1. un endomorphisme de groupes si G = H.
2. un isomorphisme de groupes(\[F#%4\) si ¢ est bijective.

3. un automorphisme de groupes si ¢ est un endomorphisme bijectif.

EXEMPLE 36 —

1. Pour (G,x1) et (H,*2) deux groupes, la fonction ¢ : x € G — ey € H est toujours un morphisme de
groupes.
On Uappelle morphisme trivial de G vers H.

2. L’application n — 2n est-elle un morphisme de groupes sur (Z,+) ?

3. Soit (G,*) un groupe et h € G fixé.
La fonction ¢ : g € G — hg € G est-elle un morphisme de groupes ¢ Est-elle bijective ?

4. Soit (G, ) un groupe et h € G fizé.
La fonction ¢ : g € G+ hgh™! € G est-elle un morphisme de groupes ? Est-elle bijective ?

5. La fonction 0 — €% est un morphisme de groupes de (R,+) dans (C*, x). Est-elle bijective ?

Les morphismes de groupes sont les fonctions f : G — H qui préservent la structure de groupe de G vers H
(autrement dit, les fonctions qui sont compatibles avec les lois de ces groupes).

ProrosiTION 37
Soient (G, ), (H,A) des groupes. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes. Alors :
1. On a p(eg) = em et p(z™1) = ¢(z)~! pour tout = € G;
2. Si G’ est un sous-groupe de G, alors ¢(G') = {¢p(x), x € G’} est un sous-groupe de H ;
3. Si H’ est un sous-groupe de H, alors ¢~ '(H') = {z € G tels que ¢(x) € H'} est un sous-groupe de G.

Preuve — 1) On a f(eg) = f(eg *eq) = f(eq)Af(eg), donc ey = f(eq).

Le restant des preuves est a faire en exercice. O

18



2.3. MORPHISMES DE GROUPES, ISOMORPHISMES

PROPOSITION 38
Soient (G, ), (H, ) des groupes et ¢ : G — H un morphisme de groupes. Soit z € G d’ordre fini n.
Alors on a ¢(x)"* = eg.

De plus, ord(¢(x)) divise ord(z).

Preuve — On a ¢(2)™ = ¢(z") = ¢(eq) = en. Avec la remarque 32, on en déduit que lordre de ¢(x) divise n = ord(z), ce qui

conclut. O

REMARQUE 39 — Ce résultat permet de montrer que des fonctions ¢ données ne sont pas des morphismes. Cela
permet aussi de compter le nombre de morphismes possibles entre deux groupes finis G et H.

En effet, pour x € G d’ordre n, p(x) doit étre un élément de H dont l'ordre divise n. Le nombre de possibilités
est parfois trés réduit (voire limité & 1 seule possibilité : le morphisme trivial).

EXEMPLE 40 — Soient G =7/27Z = {0,1} et H = Z, munis de leurs lois respectives (comme vu précédemment).
Soit p : G — H un morphisme de groupes.

On a alors (0) = 0. Dans Z/2Z, I’élément 1 est d’ordre 2 (car 1+1=10).
Or, dans Z, tout entier n non-nul est d’ordre infini, tandis que 0 est d’ordre 1.

Comme @ est un morphisme de groupes, on doit donc avoir (1) = 0. Ainsi le seul morphisme de groupes de
Z[27 wvers Z est le morphisme trivial.

DEFINITION 41

Soient (G, x), (H,A) des groupes. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes.
On appelle noyau de ¢ I'image réciproque de eg.

On le note Ker(¢) = ¢~ 1({ex}) (de 'allemand ”Kernel” = "noyau”).

Le noyau de ¢, Ker(y), est un sous-groupe de G.

PROPOSITION 42
Soient (G, ), (H,A) des groupes et ¢ : G — H un morphisme de groupes.
Le morphisme ¢ est injectif si et seulement si ker ¢ = {eg}.

Preuve — Si la fonction ¢ est injective on a bien Kerp = {eg} puisque ¢(eq) = eq.

1

Réciproquement, supposons que Keryp = {eg}. Soient z,z’ € G tels que ¢(x) = p(z’). On a alors alors p(z)Ap(z’)~! = ey, donc

p(x* 2’ 1) = ey. Cela donne z x '~ = eg, c’est-a-dire = x’. Donc ¢ est injectif. O

EXEMPLE 43 — La fonction ¢ : z € (C*, x) — |z| € (R}, x) est un morphisme de groupes, et Ker(p) =
e 1({1}) = U. Ainsi, (U, x) est un sous-groupe de (C,x) et ¢ n’est pas injectif.

Isomorphismes de groupes

DEFINITION 44

Soient (G, ), (H, /) deux groupes.

On dit que G et H sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de groupes ¢ entre G et H.
On le note G ~ H.

PROPOSITION 45
Soient (G, x), (G', A) deux groupes et ¢ : G — G’ un isomorphisme de groupes.
Alors ¢~! : G’ — G est encore un isomorphisme de groupes.

1

Preuve — Il faut montrer que ¢~ ! : G’ — G est un morphisme de groupes.

On a pour commencer ¢~ (eq/) = eg. Soient ¥,y € G'. Comme () est surjective, il existe x,z’ € G tels que p(z) = y et
»(z’) = y'. Le calcul donne :

AR CYNTS! = o (@) Ap(a'))
= o plzxa'))

¢ morphisme

= zxa' =0 (y) x e (V)
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24. LE GROUPE Z/NZ

REMARQUE 46 — La relation "GRH si G et H sont des groupes isomorphes” est ainsi une relation d’équivalence
sur la classe de tous les groupes.

Les classes d’équivalence pour cette relation (la relation “a isomorphisme prés”) sont des classes de groupes qui
sont tous isomorphes.

Quand on étudie la structure d’un groupe, ce qui nous intéresse est le comportement entre les éléments. Deux
groupes isomorphes vont avoir exactement la méme structure, ce qui fait que l'on étudie souvent les groupes “a
isomorphisme pres”.

Ainsi, étre capable de classer les groupes pour cete relation d’équivalence, de dire si G est isomorphe a H ou non,
est une chose trés importante en théorie des groupes.

REMARQUE 47 — Soient G, H deux groupes isomorphes (via p : G — H ).
e Alors G et H ont méme cardinal.
e Tout élément x € G d’ordre fini n est envoyé sur un élément p(x) € H d’ordre fini n.

e On a une bijection entre les solutions de l’équation " = eq et celles de y™ = ep.
Plus généralement, on a une bijection entre les solutions de ™ = g et celles de y™ = ¢(g).

e De méme, G est abélien si et seulement si H est abélien.

Ces résultats sont utiles pour montrer que deux groupes ne sont pas isomorphes.
Cela permet aussi de voir quels éléments de la “structure” d’un groupe sont totalement identiques entre G et H
quand G ~ H.

EXEMPLE 48 —
1. (Z,+) n'est pas isomorphe & (Q,+). (Le vérifier.)
2. (Q,+4) n’est pas isomorphe a (R, +). (Le vérifier.)

3. 1l existe une infinité de morphismes de groupes sur Z, Q, R, C. (Les x — nx sont des morphismes de
groupes additifs, par exemple).

4. Un groupe fini et un groupe infini ne peuvent pas étre isomorphes.

5. Le groupe (|U,,»1 Un, X) de toutes les racines n-émes de l'unité n’est pas isomorphe a Z,Q,R,C. (Le
démontrer.)

6. Le groupe (R,+) est isomorphe a (]0,4+00[, X). (Chercher une fonction f qui sera l’isomorphisme.)

7. Le sous-groupe de (U, x) engendré par e' est isomorphe a Z.

EXEMPLE 49 —

1. Soit G un groupe. Soient H, K deux sous-groupes de G tels que HN K = {e}, HK = G, et hk = kh pour
tous (h,k) € H x K.

Alors, ¢ : (h,k) € H x K — hk € G est un isomorphisme de groupes.
On vérifie en effet que c’est un morphisme de groupes car les éléments de H et K commutent entre
eur. Ce morphisme est surjectif car HK = G. Enfin, p(h,k) = hk = e implique que h = k=1, d’ou
h,k € HNK = {e}, donc Ker(p) = {(e, e)}, ce qui veut dire que ¢ est injectif.

2. Les groupes (R1*, x) et (R,+) sont isomorphes via x — Inz.
Par contre, (R*, x) et (R,+) ne sont pas isomorphes. L’équation x x x = eq a deux solutions dans le
premier groupe (elle vaut x> = 1) et seulement une dans le second (elle vaut 2x = 0).
On peut montrer cependant que (R*, x) est isomorphe a (RT* x {—1,1}, x).

REMARQUE 50 — Un enjeu de la théorie des groupes est de classifier les groupes a isomorphisme pres (classes
d’équivalence) et de trouver un représentant simple a décrire ou o utiliser.

2.4 LE GROUPE Z/nZ

Un groupe monogene G est un groupe engendré par un élément a.
On a donc un morphisme surjectif de groupes :

©: (Z,+) = (G, %), ks a”.
Le noyau de ce morphisme est un sous-groupe de Z, il est donc de la forme nZ.

Sin =0, alors ¢ injectif et est donc un isomorphisme.

Sinon, on montrera que G est isomorphe & un groupe cyclique d’ordre n, le groupe Z/nZ.
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24. LE GROUPE Z/NZ

EXEMPLE 51 — Le groupe U,, des racines n-iemes de 'unité est un groupe cyclique d’ordre n.
On montrera que ce groupe est isomorphe au groupe Z/nZ, une fois que celui-ci sera construit.

Relation de congruence

DEFINITION 52
Soit ¢ € R. On définit sur R la relation de congruence modulo ¢ par :

x=ymode < z—ye€cZ={ck, keZ}.

ProposITION 53
Pour z € R, 'ensemble des éléments y tels que = y mod ¢ est :

z=x+el={x+ck, keZ}
Si € # 0, alors pour tout = € R il existe un unique y € [0, ] tel que = ymod e. Cest-a-dire :

Ay, k) € [0,e[XZ, x =y + ke.

T
Preuve — Pour l’existence et 'unicité de y, on peut procéder par analyse-synthese en se demandant quel est le lien entre k et —. J
€

REMARQUE 54 — Pour n € N, on notera encore p = q mod n la relation de congruence induite sur Z, qui est
celle définie dans les chapitres Relations et Arithmétique.
Ces relations de congruence sont des relations d’équivalence.

On sait que les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ. Pour les sous-groupes de (R, +), nous avons la proposition
suivante qui donne une information trés importante a leur sujet.

PROPOSITION 55
Tout sous-groupe de (R, +) est soit dense dans R, soit de la forme aZ, a € R¥.

Preuve — Notons tout d’abord que aZ est bien un sous-groupe de R.
Soit G un sous-groupe de R. Si G a un seul élément, alors G = {0} et a = 0 convient.
On suppose que G a au moins deux éléments. On pose :

H={ly—z||z,y€ G,z #y} =GNRT* et a=infH.

Comme H est une partie non vide de R minorée par 0, a existe. On distingue deux cas :

1. Si a = 0, par caractérisation de la borne inférieure, alors il existe une suite (e )ney € HY C GN strictement décroissante et
qui tend vers 0.
Soit |z, z[ un intervalle non vide de R. Montrons alors que GN|z, z[# @ : on choisit €, tel que ¢, < z — . La proposition
précédente appliquée a x et €, donne :
r=ken+y, 0<y<en.
On a alors (k+ 1)en € G et x < ken, +en < 2z, donc GN|z, z[# 0.

2. Si a # 0, on montre d’abord que a € H : Si ce n’était pas le cas, par caractérisation de la borne inférieure, il existerait
une suite strictement décroissante (an) € HYN qui tend vers a. Comme H C G, on aurait alors an — ant+1 € H \ {0} avec
an — ap4+1 — 0, ce qui contredit le fait que a # 0.

Enfin, tout z € H est de la forme z = ka + 2’ avec 0 < 2’ < a. Par définition de H et de a, on doit avoir 2/ = 0, donc H C aN.
L’inclusion réciproque se montre facilement. On en déduit donc que G = aZ.

O

§ 1. Construction de Z/nZ, Groupe (Z/nZ,+)

DEFINITION 56 3

Soit n € N. Pour p € Z, on note p :=p +nZ = {p + nk, k € Z} ensemble des entiers congrus & p modulo n.
Ce sont les classes d’équivalences pour la relation de congruence modulo 7.

L’entier p est ainsi un représentant de la classe d’équivalence p.

On définit Z/nZ = {0,1,--- ,n — 1} 'ensemble des classes d’équivalence modulo 7.
Z/nZ est 'ensemble quotient de la relation d’équivalence de congruence modulo n. (voir chapitre Relations)

On peut remarquer que pour r le reste de la division euclidienne de p par n, on a 0 <r < n et r=p.
Autrement dit, chaque classe d’équivalence p possede un représentant compris entre 0 et n — 1.
Ainsi, Pensemble p est bien un élément de 1’ensemble d’ensembles Z/nZ. (déja démontré dans le chapitre
Relations)
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24. LE GROUPE Z/NZ

PROPOSITION-DEFINITION 57 (Opérations sur Z/nZ)
Soit n € N. Pour tous p,q € Z, on a :

pt+qg={a+bacpbept=p+yq,
p x ¢ ={ab, a € p,b € p}=pq,
les opérations d’addition et de multiplication étant ici celles définies pour des sous-ensembles de Z.
Ces opérations définissent ainsi des lois de composition internes sur Z/nZ, notées + et x.

Ces lois de composition sont associatives et commutatives. B
La loi 4+ admet pour élément neutre 0 et la loi x admet pour élément neutre 1.

Enfin, (Z/nZ,I) est un groupe.

Preuve — Soient p,q € Z. On a :
p+a={(p+kn)+(g+rn), kr €L} ={(p+q) +sn,s €L} =p+aq,

p xq¢={(p+kn)(g+mn), k,r € Z} = {pg+n(kq+rp+n), k,r € Z} = {pg+ ns, s € Z} = pq.
Ainsi, la somme de deux classes de Z/nZ est encore une classe de Z/nZ, et le produit de deux classes de Z/nZ est encore une classe
de Z/nZ.
Comme la somme et le produit d’ensembles sont commutatifs, les lois + et x sont donc commutatives sur Z/nZ.
De méme, la somme et le produit d’ensembles sont associatifs (A+ (B+C) = (A+ B)+C et (Ax (B X C) = (A x B) x C), les lois
+ et x sont donc associatives sur Z/nZ.

Ona:0+p=p=p+0et 1xp=px1l=p.

REMARQUE 58 —
1. Soita e Z/nZ et k € N, on note ka =a+---+a, la somme de k copies de a. On a ka = ka.
Le symétrique pour la loi + de p est —p.
Le groupe (Z/nZ,+) est un groupe de cardinal n, qui est commutatif. (p+q=q+p)
La fonction k € Z— k € Z/nZ, est un morphisme de groupes surjectif, de noyau nZ.

SAER NI

Pour n =0, Z/0Z est ainsi isomorphe & Z de fagon triviale. (la relation de congruence modulo 0 est la
relation d’égalité)
Ce cas n'est pas trés intéressant. Ce cas sera souvent écarté par la suite.

6. Pourn =1, on a Z/1Z = {0}. Ce groupe ne contient donc que son élément neutre.
On appelle un tel groupe le groupe trivial. (le groupe a 1 élément)

Lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité avec les lois de Z, les lois + et x de Z/nZ pourront étre notées + et x.

EXEMPLE 59 —
1. Ecrire les tables d’addition et de multiplication de Z)2Z, 7./37 et 7./AZ.
2. Le groupe Z/27 x 7./27 est-il cyclique ¢ Ecrire la table d’addition du groupe 7 /27. Est-elle similaire a
celle de ZJAZ ?
3. Le groupe Z/27 x 7/37 est-il cyclique ¢

@ L’ensemble (Z/nZ, x) muni de sa loi multiplicative n’est pas un groupe ! - 7
Cela vient du fait que certains éléments de Z/nZ n’admettent pas d’inverse pour la loi x, comme par exemple 0.
Meéme si les lois additives et multiplicatives sont toutes deux associatives et commutatives, les structures de
(Z/nZ,+) et (Z/nZ, x) sont tres différentes. -

1l faut faire attention & ne pas les confondre (par ex., 2+ 2 + 2 est en général différent de 2.2.2).

PROPOSITION 60 .
Soit n € N*. Le groupe (Z/nZ, —|—) possede des générateurs.

Ce sont exactement les classes m, avec pged(m,n) = 1. (on a Z/nZ = (m) )

Preuve — Si m est un générateur de Z/nZ, alors on a 1 € km pour un k € [1,n — 1], ce qui s’écrit
1=km+In avecl € Z.
Ainsi, (voir chapitre Arithmétique) on a pged(m,n) = 1.
Réciproquement, si pged(m,n) = 1, la relation de Bézout 1 = km + In montre que 1 € km = km. Pour tout a € Z/nZ, on a donc

a = (ak)m, ce qui donne Z/nZ = (m). Donc m est un générateur du groupe (Z/nZ, +). O
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2.5. EQ UATIONS DIOPHANTIENNES

DEFINITION 61

Soit n > 1. On définit ¢(n) le nombre de générateurs du groupe Z/nZ.
L’entier p(n) est appelé I'indicatrice d’Euler de n.

On a donc ¢(n) = Card({1 < m < n —1 tels que pged(m,n) = 1}).

Nous verrons avec d’autres théoremes comment calculer I'indicatrice d’Euler de n’importe quel entier n.
Pour terminer cette section sur les groupes (Z/nZ,+), nous allons étudier les équations diophantiennes.

2.5 EQUATIONS DIOPHANTIENNES

2.5.1 Equations diophantiennes

DEFINITION 62
Une équation diophantienne est une équation a coefficients entiers et dont les solutions sont cherchées parmi les
nombres entiers.

Donnons un premier exemple de résolution d’une équation diophantienne. Cela permettra de donner la forme
générale des solutions d’une équation diophantienne a 2 inconnues.

Soient a, b, ¢ dans Z avec a et b non nuls. On se propose de résoudre dans Z? I’équation d’inconnue (z,y) :

ax + by =c.

Notons d = pged(a, b). Supposons que I’équation admette une solution (g, yo)-
Comme d divise a et b, d divise alors axg + byg = ¢. Donc si d ne divise pas ¢, I’équation n’a pas de solutions.

Dans la suite, on suppose donc que d divise ¢. On a donc ¢ = dc¢’ pour un ¢’ € Z. 1l existe aussi a’, b’ € Z tels que
a=da',b=dl, et pged(a’,b’) = 1. En divisant par d # 0, on a alors az + by = ¢ si et seulement si o’z +b'y = ¢.
On est donc ramené & étudier 'ensemble des solutions dans Z? de a’z + b'y = ¢/, avec pged(a’,b') = 1.

Comme a’ et b’ sont premiers entre eux, le théoréme de Bézout nous dit qu'il existe (u,v) € Z? tel que
au+bv=1.
En multipliant par ¢/, on otient a’(c'u) + b'(c'v) = ¢. Ainsi, (zo,y0) = (c'u,c'v) € Z? est une solution de
léquation a’z + b’y = ¢/, donc cette équation admet donc au moins une solution.
Soit (z,y) € Z? une solution de I'équation a’z + b’y = ¢’. Comme on a
a'xo+ by =C,
on en déduit que
a'(x —x0) +b'(y — yo) = 0,
soit encore
a'(z — o) =b'(yo — v).

On a ainsi ' | V' (yp — y). Comme o’ et b’ sont premiers entre eux, le théoreme de Gauss nous dit que a’ | yo — y.
1l existe donc k € Z tel que yo — y = ka’, c’est-a-dire y = yo — ka'.

On a ainsi a/(z — zg) = b'ka’, done © — zg = kb, soit © = zo + kb'.

Réciproquement, soit k € Z. On a a'(zg + kb') + ' (yo — ka’) = a’zg + V'yo = ¢, donce (zg + kb, yo — ka') est une
solution de I’équation.

Ainsi, ’ensemble des solutions de a’z + b’y = ¢/, et donc de ax + by = ¢, est

S={(xo+ kb ,yo—ka') | ke Z}.

PROPOSITION 63
Soient a,b,c dans Z avec a et b non nuls. Alors, I’équation diophantienne d’inconnue (z,y) :

axr + by = ¢,
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2.5. EQ UATIONS DIOPHANTIENNES

posséde des solutions si et seulement si pged(a,b) divise c.

Si cette équation possede des solutions, on peut trouver une solution (xg,yo) en utilisant 1’algorithme d’Euclide
pour a et b et en le remontant.

L’ensemble des solutions de I’équation est alors

S={(zo+kV,yo—kd') | keZ}.

Illustrons cette méthode sur un exemple.

EXEMPLE 64 — Résolvons dans Z? I’équation 36x + 21y = 9.
On a pged(36,21) = 3 et 3|9 donc cette équation admet des solutions dans Z2.
Par division par 3, 'ensemble des solutions de 36x + 21y = 9 est égal a l’ensemble des solutions de 12x + Ty = 3.

Appliquons lalgorithme d’Fuclide étendu pour déterminer des coefficients de Bézout de 12 et 7.

12 = 7Tx1+45 | 7 = 0x1241x7
7 = 5x1+42 | 5 = 1x12—-1x7
5 o= 2x2+41 | 2 = —1x12+42x7
2 = 1x2+40 | 1 = 3x12-5x7

En multipliant par 3, on obtient
3=9x12—-15x 17,

done (xo,Y0) = (9, —15) est une solution de I’équation 12z + Ty = 3.

Soit (z,y) € Z? une solution de I’équation 12x + Ty = 3. Par soustraction d’équations, on obtient 12(x — o) =
T(yo —y). Donc 12| 7(yo — y). Comme 12 et 7 sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss donne 12 | yo — y.
1l existe donc k € Z tel que y = yo — 12k. Donc 12(x — z¢) = 7 x 12k, soit x = xo + Tk.

Réciproquement, pour tout k € Z, on a :
12(z0 + Tk) 4+ 7T(yo — 12k) = 12 x 9+ 7 x (—15) = 3
donc (xg + Tk, yo — 12k) est solution de 12x + Ty = 3.
Ainsi, l'ensemble des solutions de I’équation 12x + 7Ty = 3, et donc de 36x 4+ 21y = 9, est
S={9+7k,—15+12k) | k€ Z}.

EXEMPLE 65 — 421 + 66y = 10 n’admet aucune solution dans Z* car pged(42,66) = 6 ne divise pas 10.

Pour résoudre certaines équations diophantiennes, on peut essayer de résoudre cela modulo n, avec n bien choisi.
S’il n’y a pas de solutions modulo n, alors il n’y en a pas dans Z.

EXEMPLE 66 — L’équation 2% 4+ y?> = 82 + 7 n’a pas de solutions dans 7Z.

Preuve — Supposons qu’une solution (x,y,z) € Z3 existe. Alors modulo 8, on a 2 +y? = 82 + 7 mod 8, soit 2 4+ y?> = Tmod 8.

Calculons les carrés modulo 8 :

e 02 =0 mod 8, e 32=1mod 8, e 62 =(—2)2 mod 8 =4 mod 8,
e 12 =1mod 8, e 42 =0 mod 8, e 72 =(-1)2mod 8 =1 mod 8
e 22 =4mod 8, e 52 =(-3)2mod 8 =1 mod 8,

Donc z2 + y? est congru ¢ 0,1,2,3,4 ou 5 modulo 8. Ceci contredit le fait que x? + y?> = Tmod 8.

L’équation n’admet donc pas de solutions dans 7. O

Maintenant que les équations diophantiennes a 2 inconnues sont résolues, nous allons regarder des équations a
valeurs et & solutions dans Z/nZ : les équations diophantiennes modulaires.
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2.5.2 Equations diophantiennes modulaires, théoréme chinois

Rappelons que la relation de congruence modulo n est compatible avec les opérations d’addition et de multiplication
d’entiers. Par rapport & ces opérations, 1’élément neutre pour laddition + est 0 (a +0 = a mod n) et I’élément
neutre pour la multiplication x est 1 (a X 1 = a mod n).

@ Tout comme pour les matrices, avoir ab = 0 mod n n’implique par que a = 0 mod n ou b = 0 mod n.
Par exemple, pour n =6, on a 2 X 3 = 0 mod 6 mais 2 Z 0 mod 6 et 3 #Z 0 mod 6.

Dans Z/nZ, il faut ainsi distinguer les éléments a avec lesquels on peut effectuer une division des autres. (la
division est l'opération réciproque & la multiplication, mais on ne peut pas diviser par n’importe quel élément)

DEFINITION 67

Soient a,n € Z, avec n # 0. On dit que a est inversible modulo n s’il existe un élément u € Z tel que au = 1 mod n.
L’entier u est alors un inverse de a modulo n.

Dans Z/nZ, on a alors a.u = 1. _

L’entier a est inversible modulo n si et seulement si la classe a est inversible dans Z/nZ.

PROPOSITION 68

Soient a € Z et n € N*.

Alors, a est inversible modulo n si et seulement si a et n sont premiers entre eux.

Ainsi, la classe a est inversible dans Z/nZ si et seulement si a est un générateur de Z/nZ.

Preuve — L’entier a est inversible modulo n si et seulement s’il existe u € Z tel que au = 1 mod n, donc si et seulement s’il existe
(u,v) € Z? tel que ua = 1 + vn, c’est-a-dire au + n(—v) = 1. Donc, d’aprés le théoreme de Bézout, a est inversible modulo n si et
seulement si a et n sont premiers entre eux.

Enfin, on a vu dans un résultat précédent que les générateurs de Z/nZ sont exactement les classes m avec pged(m,n) = 1. O

METHODE 69 — Si a est inversible modulo n, on peut toujours trouver un inverse en calculant la relation de
Bézout au + nv = 1, puisque a et n sont premiers entre eux. Un inverse de a modulo n sera alors u.

Tous les inverses de a modulo n seront de la forme b = uw+ kn, k € 7Z, car ils correspondent a la premiére
coordonnée x des solutions (z,y) de I’équation diophantienne ax + ny = 1.

EXEMPLE 70 — 18 = 2 x 32 et 49 = 72 sont premiers entre eux donc 18 est inversible modulo 49.

Déterminons a l'aide de 'algorithme d’Euclide étendu une relation de Bézout entre 18 et 49.

49 = 18x2+4+13 | 18 = 0x49+1x18
18 = 13x1+45 | 13 = 1x49-2x18
13 = 5x243 | 5 = —-1x49+3x18
5 = 3x14+2 | 3 = 3x49-8x18
3 = 2x141 | 2 = —-4x49+411x18
2 = 1x240 | 1 = 7x49-19x18

On en déduit que 1 = (—19) x 18 mod 49 = 30 x 18 mod 49. Donc 30 est un inerse de 18 modulo 49 (et —19
ausst).

EXEMPLE 71 — Déterminons les solutions de l’équation 7Tx == 10 mod 37.
Les entiers T et 37 étant premiers entre eux, 7 est inversible modulo 37.

L’algorithme d’Euclide étendu donne :

37 = Tx5+42 | T = 0x37+1x7
7 = 2x3+1 | 2 = 1x37-5xT7
2 = 1x240 | 1 = —-3x37T+16x7

Donec, 1 =16 x 7mod 37, et 16 est un inverse de 7 modulo 37.

De méme, 16 est inversible modulo 37 et 7 est l'un de ses inverses. Ainsi, on a : Tx == 10 mod 37 &
x == 160 mod 37 & x == 12 mod 37 L’équation 7Tx == 10 mod 37 admet donc pour solutions les entiers de la
forme x =12+ 37k, k€ Z. o
Dans Z/37Z on a montré que 7 est inversible, d’inverse 16.
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Ainsi, on a e
7r =10« 10.7.x = 16.10 & x = 160 = 12.

Dans Z/37Z cette équation admet une unique solution, qui est 12.

Pour un systeme d’équations diophantiennes modulaires, avec plusieurs modulo différents, on peut transformer
ce systeme en un systeme plus petit avec un seul modulo commun. C’est le théoreme des restes chinois.

THEOREME 72 (Théoréme des restes chinois)
Soient m1, mo € N* premiers entre eux. Soient a, b € Z.
Alors le systeme de congruences d’inconnue z € 7Z :

z = a mod my

= bmod mo

admet une solution dans Z.
De plus, si zg € Z est une solution, alors I’ensemble des solutions dans Z est zg+mimaZ = {xg+mimak | k € Z}.
Autrement dit, pour xy une solution du systéme d’équations, on a :

T = a mod my
& qr = a9 mod myme
z = bmod my

Preuve — Comme mi et mg sont premiers entre eux, le théoréeme de Bézout donne 'existence de (u,v) € 72 tel que miu + mov = 1.

On a donc
{mlu = 0 mod mq " {mgv =1 mod mq
e

miu = 1 mod ma mov = 0 mod mg

D’ou :
bmiu+amov=bx 0+ a X 1=amod my
bmiu+amov =b X 1+ a x 0=bmod mo

Ainsi, g = bmiu 4+ amav est une solution du systéme de congruences

r = a mod mq
r = b mod mo

Soit & € Z. Alors x est solution du systeme si et seulement si

)

T = xg mod m1
T = xg mod mo

soit encore si et seulement si m1 | © — zg et ma | x — xo. Comme m1 et mo étant premiers entre eux, la proposition 71 nous dit que
z est solution si et seulement mimsa | * — xo, soit encore si et seulement s’il existe k € Z tel que z = zo + mimak.

Ce qui donne le résultat. O
REMARQUE 73 — La solution d’un tel systeme de congruences est donc unique modulo mims.
EXEMPLE 74 — Déterminons les solutions du systeme de congruences :

x =3 mod 5

x =6 mod 13

5 et 13 sont premiers entre eux. Utilisons l’algorithme d’Euclide étendu pour trouver une relation de Bézout
entre 5 et 13 :

13 = 5x2+43 | 5 = 0x13+1x5
5 = 3x142 | 3 = 1x13—-2x5
3 = 2x1+1 | 2 = —1x13+3x%x5
2 = 1x240 | 1 = 2x13—2x%x5
On a donc :
2x13=1mod 5 —5x5=0mod 5
e
2 x 13 =0mod 13 —5x5=1mod 13
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Ains, 3 x (2 x13) 46 x (=5 x 5) = —T2 est une solution du systéme de congruences. On a —72 =3 mod 5 et
—72 = 6 mod 13. D’aprés le théoréme des restes chinois, on a donc :

z =3 mod 5

& {:z: = —72 mod 65
z =6 mod 13

L’ensemble des solutions est donc {—72+5x 13k |k € Z} ={-72+65k |k € Z} = {7+ 65k’ | k' € Z}.

En regardant les groupes Z/nZ, le théoréme des restes chinois s’exprime aussi :

THEOREME 75 (Théoréme d’isomorphisme chinois)

Soient mq, mg € N* premiers entre eux.

Soit ¢ : (Z/(mima)Z) = (Z/miZ) x (Z/msZ) définie par ¢(_ &™) = (@ @),
Alors, ¢ est un isomorphisme de groupes.

Soit umi 4+ vmsy = 1 une relation de Bézout pour m; et my. On a alors :

_y—(ma) ~(m2) —(m1ma)
o ( a’, b )=avmg+ bum;.

Ainsi, on a

(Z/(mima)Z, +) =~ (Z/miZ) X (Z]m2Z), +).

Preuve — En prenant ci,co € Z et en regardant les classes d’équivalences de 0, c1, c2, c1 — c2 modulo m1,mo, mimeo, on montre que
p b q b b b b b q

¢ est un morphisme de groupes.
(mima2)

Soit ¢ € Z tel que ¢ € Ker(¢).
—(my) —(m1) —(ma2) —(m2)

Onaalors ¢ = 0 , ¢ ' = 0 ,doncmi|cetms]|ec
) . . —(mymg) _ —(mama2)

Comme mq et mg sont premiers entre eux, on obtient mims | ¢, c’est-a-dire c = 0 .

Le morphisme de groupes ¢ est donc injectif.

Comme les groupes Z/(mima2)Z et (Z/m17Z) X (Z/m2Z) sont de cardinal mima, on en déduit que la fonction ¢ est bijective. Donc ¢

est un isomorphisme de groupes.

Calculons sa bijection réciproque ¢—1.

Comme pged(m1,m2) = 1, d’apres le théoreme de Bézout il existe u,v € Z tels que umy + vmg = 1.

—(mimg) m1) —(mz2) —(mimg) —(m1) —(m2)

(
Onadonc¢( umi )=( 0 , 1 )etdp( vma )=( 1 , 0 ).
Pour a,b € Z, les propriétés des classes d’équivalences pour la congruence modulo n nous donne alors :

(

—(mima)

- - —(ma)
¢(avma + bumi) = (a.l (Z{”) b : ).

my) —(m2)
+0.0,a.04+b.1) = ( ,
ma) —(mim2)

_ —(
(:znl), b ) =avma + bum;.

On obtient ainsi que ¢—1(
O

Le Théoreme des restes chinois se généralise par récurrence a un systeme de r équations modulaires, r > 2, ou «
les modulo » sont deux a deux premiers entre eux.

THEOREME 76 (Théoréme des restes chinois généralisé)
Soient my,...,m, € N des entiers non nuls et premiers entre eux deux a deux.

Alors le systeme de congruences d’inconnue z € 7Z :

T = a1 mod my

T = a, mod m,

admet une solution dans Z.
De plus, si xg € Z est solution alors I’ensemble des solutions est xo +my ... m,Z.
Autrement dit, pour o une solution, on a :

T = a; mod my
@{zzzomodml...mr

T = a, mod m,

Preuve — On démontre le résultat par récurrence sur r > 2, en utilisant le théoréme des restes chinois. O
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METHODE 77 — Pour résoudre le systéme de congruences :

x = a; mod my

r = a, mod m,
ot les entiers m; sont premiers entre eur deur & deux, on introduit, pour tout i € {1,...,r}, les entiers
M; =mq X ... X m;_1 X g X Mip1 X oo XMy :H1§j§,«,j¢imj.
Soit i € {1,...,r}. Par hypothése, m; est premier avec tous les mj, j # i, et donc avec leur produit M;.

M; est donc inversible modulo m; et il existe donc y; € Z tel que y;M; = 1 mod m;. De plus, comme pour tout
Jj#ionam;| M, alors y;M; = 0 mod m;.

Cela donne ainsi :

y: M; = 0 mod m;y

y; M; = 0 mod m,,

En pratique, on détermine un tel y; a l'aide d’une relation de Bézout entre m; et M;.
Puis, Uentier xq = 22:1 a;yiM; = a1y My + ... + a,y-M, est alors une solution du systéme de congruences.

L’ensemble des solutions est alors {xg +m1 ... m.k | k € Z}.

EXEMPLE 78 — Résolvons le systéme :

z =2mod 4
z =3 mod 5
z=1mod 9

Posons M1 =5x9=45, My =4x9=236 et M3 =4 x5=20.

my1 =4 et My = 45 sont premiers entre eur et 1 =45 — 11 x 4, donc :

45 =1 mod 4
45 =0 mod 5
45 =0mod 9

mo = 5 et My = 36 sont premiers entre eux et 1 =36 —5 X 7, donc :

36 =0 mod 4
36 =1mod 5
36 =0 mod 9

ms =9 et Ms = 20 sont premiers entre eux et :

20=1x20+0x9
9=0x20+1x9
2=1x20—-2x9
1=—-4x20+9x9.

Donc :

—4 x 20 =0mod 4
—4 x 20 =0mod 5
—4%x20=1mod 9
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Finalement, xo = 2 x 45+ 3 x 36 + 1 x (—4) x 20 = 118 est une solution du systéme de congruences. D’aprés le
théoréeme des restes chinois, on a donc :

r =2 mod 4
z=1mod 5 <:>{m5118mod 180
r=1mod 9

L’ensemble des solutions est donc {118 +4 x 5 x 9k | k € Z} = {118 + 180k | k € Z}.

A nouveau, en regardant les groupes Z/nZ, le théoréme des restes chinois généralisé nous donne un isomorphisme
de groupes.

THEOREME 79 (Théoréme d’isomorphisme chinois généralisé)
Soit r > 2. Soient myq, ..., mo € N* premiers entre eux deux a deux.

—(my...m;) —(m1) —(m,.)

Soit ¢ : (Z/(mq ... mp)Z) — (Z/m1Z) X ... x (Z/m,Z) définie par ¢( ~ ¢ )=( ¢ ,..., ¢ ).
Alors, ¢ est un isomorphisme de groupes.
Pour tout 1 < ¢ < r, soient u;m; + villj2;m; = 1 des relations de Bézout pour m; et II;+;m;. On a alors :

—(miy...m;)

r
—1,~(m1) —(mr)
(b 1( all ey Qp ) = Zaiviﬂj#mj.
=1
Ainsi, on a
(Z)(mr ... )Ty +) = (Z)miZ) % ... % (Z)moT), +).
Preuve — Preuve par récurrence sur r» > 2, en utilisant le Théoréme d’isomorphisme chinois. O

Le théoréme des restes chinois (version généralisée), le théoreme de Bézout, et 1’algorithme d’Euclide sont les
trois résultats qui permettent d’étudier facilement tous les systemes d’équations modulaires.

Le théoreme d’isomorphisme chinois permet de comprendre comment le théoréme des restes chinois fonctionne
du point de vue des groupes. Il donne en réalité un peu plus d’informations car on a un isomorphisme de groupes
(pas uniquement une bijection), et car on a une expression explicite de I'isomorphisme inverse.

L’expression de cet isomorphisme inverse est tres utile lorsque l'on travaille sur les Z/nZ (dans les exemples
d’équations modulaires on I’a utilisée, sans le dire, pour trouver une solution particuliére).

REMARQUE 80 — Soit n € N*. On écrit n =1I_,p{" la décomposition de n en produits de facteurs premiers.
On a alors
Z/nZ ~ (Z/(p1)"Z) X ... X (Z/(py)*" 7).

Pour étudier tous les groupes Z/nZ, on peut ainsi se ramener & étudier seulement les groupes Z/p*Z, avec p
premaier.

REMARQUE 81 — Ce théoréme permet de caractériser les produits de groupes IIJ_,Z/n;Z. On peut alors les
distinguer, a isomorphisme de groupe preés.

Par exemple, 7./67 x 7./257 est isomorphe & Z/27 x 7./37 x Z./5°Z, qui est isomorphe a Z/150Z.

Par contre, Z/10Z x Z/157Z est isomorphe a Z/27 x Z./37 x (Z/57)?, qui est isomorphe & Z/30Z x Z/5Z. Ces
deux groupes le méme cardinal, mais l’équation 5 = 0 posséde 5 solutions dans le premier anneau, et 25 solutions
dans le second. Ils ne sont donc pas isomorphes.

1l existe toute une théorie pour classer les produits de groupes Z/nZ, et celle-ci est basée sur le théoréme
d’isomorphisme chinois ainsi que sur les propriétés des isomorphismes de groupes.

EXEMPLE 82 — Soient p un nombre premier et a,b > 1.

e Le groupe (Z/p*Z)°® n’est pas isomorphe a (Z/(p®)°Z) si b > 1.

En effet, dans 7./p™Z, I’élément 1 est d’ordre p®.

Sl existait un isomorphisme f entre ces deux groupes, alors f(1) serait d’ordre p®.

Mais, pour tout T = (ki,...,ky) € (Z/p°Z)®, on a p*.Z = 0. Donc T est d’ordre au plus p* < p®®.
o Un exemple simple est ainsi : (Z/57)? # 7)257.

Nous pouvons maintenant revenir a 1’étude des groupes en général.
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2.6 GROUPES MONOGENES, THEOREME DE LAGRANGE

THEOREME 83 (Caractérisation des groupes monogenes)
Soit (G,*) un groupe monogene engendré par a.

1. Si G est d’ordre infini, alors ¢ : k € Z +— a* € G est un isomorphisme de groupes.
On a donc G ~ Z.

2. Si G est cyclique d’ordre n, alors ; ke Z/n7Z s a* € G est un isomorphisme de groupes.
On a donc G ~ Z/nZ.

Preuve — Comme G est monogene, le morphisme ¢ est surjectif. Comme Ker(y) est un sous-groupe de Z, son noyau est de la forme
nZ.

Ainsi, le morphisme ¢ est injectif si et seulement si n = 0, si et seulement si G est d’ordre infini.

Sinon, on a Ker(p) = nZ pour un n € N*. Alors, on a p(k) = ¢(l) ssi k — | € nZ. Autrement dit, on a p(k) = ¢(I) si et seulement si
k=1

On en déduit donc que 'application ¢ est bien définie. Cette fonction est surjective (son image est la méme que celle de ¢), et c’est

bien un morphisme de groupes car o o
(k1) = a5~ = ab(a!) ™! = (k) (o)) .
Enfin, par construction de ¢, son noyau est réduit & 0. ¢ est donc un isomorphisme de groupes, et G est d’ordre n. O

Ainsi, I'étude des groupes cycliques (groupes finis engendrés par un seul élément) se ramene a I'étude des groupes
(Z/nZ,+) pour n > 1.

EXEMPLE 84 — Pour tout n > 1, le groupe U,, des racines n-iémes de l'unité est un groupe cyclique, d’ordre n,
engendré par exp(QlT”). Le groupe multiplicatif (U,,, X) est donc isomorphe au groupe additif (Z/nZ,+).

Cela veut dire que ces deux groupes ont exactement la méme structure et les mémes propriétés.

EXEMPLE 85 — Le groupe (Q, +) posséde des sous-groupes stricts qui ne sont pas monogénes.

Pour G ={#:, p € Z, n > 0}, G est un sous-groupe de Q.

Si G était monogéne, alors G serait isomorphe o (Z,+). Soit f : G — Z isomorphisme. Alors, pour k € N, on a
k.x =1 dans G si et seulement si f(k.x) = f(x +...+z) =k.f(z) = f(1) dans Z.

Dans G, Uéquation 2™.x = 1 posséde exactement 2" solutions. Dans Z, I’équation 2™y = f(1) = r ne posséde des
solutions que si 2™ divise r. En prenant n > r cette équation ne posséde donc pas de solutions, et l’isomorphisme
f ne peut donc pas exister.

Autre méthode : Si G était monogéne, on aurait G = (a), pour un a € Q. Mais on a {(a) = {n.a, n € Z} = dZ.

En écrivant a = on remarque alors que % est dans G, alors que % n’est pas dans aZ. Donc G n’est pas
monogene.

P
on s 2 2
THEOREME 86

Soit G un groupe fini de cardinal n. Alors :

Ya € G, o =e.

Preuve — Si G est commutatif, on a une preuve trés élémentaire : La fonction ¢ : g € G — ag € G est bijective (attention, ce n’est
pas un morphisme!), car injective entre deux ensembles finis de méme cardinal. On en déduit donc que :

[[s=-TTas=a"T] =
geG geG geG

Par simplication, on obtient a™ = e.

Si G n’est pas commutatif, la preuve résulte immédiatement du théoreme de Lagrange que ’on va démontrer. |

THEOREME 87 (Théoréme de Lagrange)
Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G.
Alors, lordre de H divise Pordre de G : Card(H) | Card(G).

Preuve — On définit la relation suivante sur G : x =y si zy~ ! € H.

L’ensemble des éléments en relation avec x est Hx = {yz, y € H}. D’aprés 'argument de la preuve précédente, ces ensembles ont
autant d’éléments que H, c’est-a-dire Card(H). De plus pour z,z’ € G on a soit Hx = Hz' si x = 2/, soit Hx N Hx' = @ si x Z z'.
Ces ensembles sont donc soit égaux, soit disjoints.

Cette relation est en fait une relation d’équivalence, dont toutes les classes d’équivalence ont le méme cardinal.

Soit p le nombre d’ensembles distincts de la forme Hzx, pour un x € G. Comme ces ensembles sont disjoints, et comme leur réunion
est G tout entier, on obtient Card(G) = pCard(H), ce qui démontre le résultat. O
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COROLLAIRE 88
Soit G un groupe fini.
Alors pour tout a € G, lordre de a divise l'ordre de G : ord(a) | Card(G).

Preuve — Soit a € G. On prend H = (a). Alors on a Card(H) = ord(a). Le théoréme de Lagrange nous dit donc que l'ordre de a
divise ’ordre de G. 0

Pour G un groupe fini et a € G, comme 'ordre de G, n est un multiple de 'ordre de a, on a™ = e. Cela termine
la preuve du Théoreme 86.

REMARQUE 89 — Le théoréme de Lagrange et ses conséquences sont des résultats trés importants en théorie des
groupes.

Iis apportent des informations sur des groupes finis qui peuvent étre trés gros et compliqués (par exemple
Bij({1,...,n}), groupe a n! éléments, ou l'un de ses sous-groupes).

Les groupes finis commutatifs ne sont qu’un cas particulier des groupes finis, et les groupes cycliques (les Z/nZ a
isomorphisme pres) ne sont qu’un cas particulier des groupes finis commutatifs. (par exemple, Z/2Z X Z/2Z X 7./ 27
na rien & voir avec Z/8Z) Un groupe fini non-commutatif se comporte trés différemment d’un groupe fini
commutatif. On a besoin des théoremes comme le théoreme de Lagrange pour étudier, obtenir des informations
sur ces groupes.

EXEMPLE 90 — Soit G un groupe d’ordre 105. On a 105 = 3.5.7.

Pour H un sous-groupe de G, le cardinal de H vaut alors 1,3,5,7,15,21,35 ou 105.
Pour a € G, lordre de a vaut alors 1,3,5,7,15,21,35 ou 105.

Si on a un élément a d’ordre 105, alors G est cyclique et G ~ Z/105Z.

Pour a un élément d’ordre 5 et b un élément d’ordre 7, le sous-groupe ({a,b}) est alors de cardinal 35 ou 105,
car son cardinal est un multiple de 5 et de 7, et est un diviseur de 105.

ProrosITION 91

Soit G un groupe fini d’ordre p, avec p premier.

Alors G est isomorphe & Z/pZ.

Autrement dit, Z/pZ est 'unique groupe (& isomorphisme pres) d’ordre p.

Preuve — Comme p est premier, ses diviseurs sont 1 et p. Pour tout a € G, 'ordre de a dans G est donc 1 ou p. Or, le seul élément
d’ordre 1 dans un groupe est son élément neutre.

Comme on a p > 2, G contient au moins un autre élément que son élément neutre, et il contient donc un élément a d’ordre p. On a

donc G = (a) ~ Z/pZ, ce qui conclut. O

Cela démontre au passage qu’un groupe fini d’ordre p est commutatif et monogene.
Ce n’est pas vrai en général quand Card(G) n’est pas un nombre premier.

EXEMPLE 92 — Quel est le plus petit entier n tel qu’il existe un groupe non commutatif de cardinal n ¢

PRroOPOSITION 93
Soient GG, H deux groupes cycliques, d’ordres n et m.
Alors, le produit direct G x H est cyclique si et seulement si n et m sont premiers entre eux.

Preuve — Le groupe G X H est d’ordre n.m. Ses éléments sont de la forme (z,y) avec x € G et y € H.

On va regarder l'ordre possible des éléments de G X H suivant la valeur de pged(n,m).

Pour k € N, on a (z,y)* = (2, y*).

Ainsi, on a (z,9)* = (eq, eq) si et seulement si ord(z) | k et ord(y) | k, si et seulement si ppcm(ord(x), ord(y)) | k.
Par définition de lordre de 1’élément (z,y), on en déduit que ord((x,y)) = ppcm(ord(x), ord(y)).

D’apres le théoréme de Lagrange on a ord(z) | n et ord(y) | m. On a donc

ppem(ord(x), ord(y)) < ppem(n,m) = L L—
pged(n, m)

Ainsi, si pged(n, m) # 1, on remarque que tous les éléments de G x H sont d’ordre au plus %. Ce groupe ne possede donc
pas d’élément d’ordre nm, donc il ne peut pas étre cyclique.
Si pged(n, m) = 1, soient a un générateur de G et b un générateur de H.
Alors on a ord(a) =n et ord(b) = m.
D’aprés ce qui précede, on a donc ord((a,b)) = ppem(ord(a), ord(b)) = nm.
Le groupe G X H posséde un élément d’ordre nm, donc il est cyclique. O
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REMARQUE 94 — Un groupe cyclique d’ordre n est isomorphe & Z/nZ.

Ainsi, la proposition précédente nous dit que si n et m ne sont pas premiers entre eux, alors (Z/nZ) x (Z/mZ)
n’est pas cyclique.

Sim et n sont premiers entre eux, on sait avec le théoréme d’isomorphisme chinois que (Z/nZ) x (Z/mZ) ~
Z/(nm)Z, qui est un groupe cyclique.

En exemple simple, on pourra penser o (Z/27) x (Z/27) qui n’est pas cyclique (3 éléments d’ordre 2 et 1 d’ordre
1), alors que Z/67 est cyclique (2 éléments d’ordre 6, 2 d’ordre 3, 1 d’ordre 2, 1 d’ordre 1).

REMARQUE 95 (Bilan sur les groupes) — Les familles de groupes que l’on utilise ou aborde souvent sont :

1.
2.

Z,Q,R,C, pour la loi additive + ;

Q*,R*,C*, pour la loi multiplicative X.
Le groupe U des complexes de module 1, pour la lo x ;

3. Les groupes quotients Z/nZ, n > 1, pour la loi additive + ;

.
6.
7.

. Les groupes de bijections Bij(E), pour la loi de composition o.

Les groupes de permutation S,,, pour n > 1, pour la loi de composition o (voir Géom. 2).
Les groupes d’isométrices du plan ou de lespace, Isom(E), pour la loi o (voir Géom. 2).
Les groupes d’isométries qui préservent un polygone régulier, D,,, pour la loi o (voir Géom. 2);

Les groupes de matrices inversibles Gl,,(K), pour la loi multiplicative X ;
Les anneauz A, pour la loi + (voir chapitre Anneauz) ;

Les groupes des inversibles d’un anneau, A*, pour la loi multiplicative X (voir chap. Anneauz);

REMARQUE 96 (Propriétés des groupes) —
Les types de groupes que nous avons vus sont :

1. Groupes monogénes : Z/nZ, 7, sous-groupes de ces groupes.

. Groupes commutatifs finis : Produits d’un nombre fini de Z/n;,Z avec les n; non-tous premiers entre eut.

Sous-groupes de ces groupes.

. Groupes commutatifs : Q,R,C, Z™, (Q*, x), (R*, x), (C*, x), (U, x). Produits d’un nombre fini (ou infini)

de groupes commutatifs. Sous-groupes de groupes commutatifs.

. Groupes finis (non commutatifs) : (Sp,0). Groupes d’isométries du plan/de l’espace. Produits d’un nombre

fini de ces groupes.

. Groupes générauz : (Bij(E),o) pour E infini, (Gl,(K), X). Produits et sous-groupes de ces groupes.
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Chapitre 3 Structure algébrique : Anneaux

3.1 STRUCTURE D’ANNEAU

Définition

DEFINITION 1
Soit (A, +, x) un ensemble muni de deux lois de composition internes.
On dit que (A, +, x) est un anneau \¥f', ring\ si :

1.
2.
3.

(A, +) est un groupe commutatif, d’élément neutre noté 04 ;
La loi x est associative et admet un élément neutre noté 14, avec 14 # 04 ;

La loi x est distributive a gauche et a droite par rapport a + :

Ve,y,z€ A,z x (y+z2)=(xxy) +(xxz)et(x+y) xz=(xx2)+ (y X 2).

De plus, on dit que A est un anneau commutatif si la loi x est commutative (z X y =y X z).

REMARQUE 2 — Dans le cas d’un anneau A, le symétrigue d’un élément a pour la loi + est noté —a (opposé
de a) et le symétrique de a pour la loi x, s’il existe, est noté a~! (inverse de a).

Les notations 04 et 14 sont trés générales, et on les abrége parfois en 0 et 1 (élément neutre pour l’addition,
élément neutre pour la multiplication).

On notera souvent ab pour a X b.

On écrira souvent "Soit A un anneau”, les lois + et X étant sous-entendues.

EXEMPLES 3

1.

(Z,+, %), (Q,+, x), (R, +, X), (R,+, x) sont des anneaux commutatifs.

2. Pour E un ensemble non-vide et F(E,C) l’ensemble des fonctions de E dans C, (F(E,C),+, x) est un

anneau, commutalif.

Cela reste vrai si l’on remplace C par un anneau A. (Le vérifier)

En particulier, (KN, +, x) est un anneau. C’est l’ensemble des suites a coefficients dans un corps K muni
de laddition et de la multiplication termes a termes.

. (K[X], 4, x) est un anneau. C’est l’ensemble des polyndmes a coefficients dans un corps K, pour l'addition

et la multiplication de polyndomes.

Soit E un ensemble. L’ensemble P(E) muni de la différence symétrique et de Uintersection est un anneaw.
On le note (P(E),A,N). (Le vérifier)

EXEMPLES 4 1. Pour K=Q,R,C, (#,(K),+, X) est un anneau.

Sin > 2, cet anneau n'est pas commutatif. (Le vérifier)

2. Pour E un K-espace vectoriel, (L(E),+,0) est un anneau.
Si dim(E) > 2, cet anneau n'est pas commutatif.

3. Pour A un anneau, (F(A, A),+,0) n'est pas un anneau. En effet, on a bien (f +g)og= fog+ foh,
mais en général on a fo(g+h)# fog+ foh.

4. Pour G un groupe commutatif et pour pour Gr(G,G) l’ensemble des morphismes de groupes sur (G,+),
(Gr(G,G),+,0) est un anneau. (Le vérifier)
On peut donc construire des anneauzr uniquement o partir de groupes! (en considérant des ensembles
d’endomorphismes)

REMARQUE 5 — Dans la littérature mathématique, on peut aussi définir un anneau sans demander l’existence

de I’élément unitaire 1 4. Un anneau possédant un élément unitaire 14 est alors appelé anneau unitaire.
Mais, il y a déja beaucoup de choses a dire sur les anneaux unitaires, et c’est ce que ce chapitre étudie. Les
“anneaur unitaires” sont appelés “anneaux” ici.

Propriétés élémentaires

PROPOSITION 6
Soit (A, +, x) un anneau. On a alors :
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1. Pour tout a € A, 04 xa=a x 04 =04.

2. La soustraction définit une loi interne — : (a,b) € Ax A—a—be A
Elle vérifie :

(a) a—a=04
(b) a(b—c¢) =ab—ac car a(b—c) + ac=a(b—c+c) = abd.
(c) ax (=b)=—(axb).

Preuve — 1) Ona0yg xa=(1la —14) Xa=a—a=04. On obtient de méme que a x 04 =04. O

REMARQUE 7 — La loi — ainsi définie n’est pas associative.
La soustraction étant la réciproque de ’addition, les propriétés de cette loi découlent toutes de celles de +.

REMARQUE 8 Comme on suppose 04 # 14 dans la définition de A, un anneau contient donc toujours au
moins deux éléments.
Exziste-t-il un anneau contenant exactement deux éléments ?

Un ensemble (A, +, X) vérifiant toutes les conditions d’un anneau mais avec 04 = 14 est réduit o un seul élément,
c’est-a-dire A ={04}. En effet, pour tout x € A on a alors x =14.x =04.2 =04.

Cet “anneau” étant trés particulier et rapidement décrit (’anneau nul), on l’enléve de notre étude en demandant
a ce que Op # 1p.

PROPOSITION-DEFINITION 9
Soit (A;, +i, Xi)ic[1,n] Une famille d’anneaux.
On appelle anneau produit ensemble (A; x ... x A,,+, x) ou les lois 4+ et x sont définies par :

(ah...,an)—l—(bl,...,bn):(al—i—bl,...,an—i—bn)

et
(CL17. .. ,an) X (bl, .. ,bn) = ((llbl, .. .,anbn).

Cet ensemble est un anneau.
OnaOg=(04a,,...,04,)et 1g=14a,,.-.,14,).

Preuve — On vérifie que les opérations définies possédent bien tous les axiomes d’un anneau. O

Les exemples classiques d’anneaux commutatifs sont Z, Q, R, K[X], voire un produit de certains d’entre eux.

Il ne faut pas hésiter a les utiliser pour tester si un résultat sur les anneaux commutatifs est vrai, ou voir s’il est
faux (chercher un contre-exemple).

On verra par la suite un autre exemple fondamental d’anneau, les Z/nZ.

Les exemples classiques d’anneaux non-commutatifs sont les ., (K) (n > 2). Il ne faut pas hésiter a les utiliser
(pour n = 2,3,4) afin de tester si un résultat sur les anneaux commutatifs est vrai, ou voir s’il est faux (chercher
un contre-exemple).

3.2 ELEMENTS INVERSIBLES

Groupe des éléments inversibles

DEFINITION 10

Soit A un anneau et a € A.

On dit que a inversible s’il admet un symétrique pour la loi x : b € A tel que ab =ba = 14.
Ce symétrique est appelé inverse de a, et est noté a~!.

On note A* P'ensemble des éléments inversibles de 'anneau A. C’est le groupe des inversibles de A.

ProrosiTion 11
L’ensemble des éléments inversible d'un anneau A, A*, est un groupe pour la multiplication x.
Si A est commutatif, alors ce groupe est abélien.

Preuve — L’ensemble A* contient 14, I’élément neutre pour la multiplication, donc est non-vide. Montrons que AX est stable par
x. Soient a,b € AX. On a (ab)(b"'a" 1) =14 et (b~ 'a"1)(ab) = 14, donc ab € A. La loi x est associative sur A, donc sur A*.

Enfin, par définition, tout élément de A* est inversible. O
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3.3. L’ANNEAU (Z/NZ,+, x)

REMARQUE 12 — % Attention a ne pas confondre A* = A\ {04} et A* l’ensemble des inversibles de A.
Dans cerains cas (par ex R,C,Q), ces deux ensembles sont égauz.

On a par contre Z* = {—1,1}. De méme, 4, (K)* = GL,(K) # 4, (K)*.

EXEMPLE 13 —

1. Nous avons vu (chapitre Matrices) que GLa(R) = {(i Z) , ad — be # 0}.

2. Pour E un ensemble non-vide et A un anneau, on a F(E, A)* = F(E, A*).

DEFINITION 14
Soit (4, +, x). Soit a € A non-nul. Alors :
1. Pour n > 0, on définit 0% = 04 (donc 0% = 04);
2. Pour n > 1, on définit a™ = a x ... x a (n fois);
3. Pour n =0, on définit a® = 14;
4.

-1

Si a est inversible, pour n < 0, on définit a® = a1 x ... x a=! (—n fois).

REMARQUE 15 — On retrouve alors les propriétés habituelles.
Pour kkmneNeta€ A, ona:

a" xa" =a et (a™)F =a*".

Sia € A est inversible, cela reste vrai pour a™, pour tout n € Z.

Nous allons étudier & nouveau les ensembles Z/nZ, avec cette fois ses lois additive et multiplicative.

3.3 L’ANNEAU (Z/nZ,+, X)

Soit n > 2. L
On rappelle que les opérations + et x vérifient :

Va,b€Z, a+b=a+b, et axb=ab,
ot Va € Z, a = a + nZ est la classe d’équivalence de a pour la relation de congruence modulo n sur Z.

ProprosiTION 16

Soit n > 2. (Z/nZ,+, x) est un anneau, qui est commutatif.

Son élément neutre pour 'addition est 0, ’élément nul de Z/nZ.

Son élément neutre pour la multiplication est 1, '’élément unitaire de Z /nZ.

Preuve — (Le vérifier) O

REMARQUE 17 — e Les anneaux de la forme Z/nZ sont des anneaux avec un nombre fini d’éléments.

On va alors trouver des phénomenes trés différents de Z, Q, R, C.

e Par exemple, dans Z/nZ, on ay ,_,1 =1+ ...+ 1(n fois) = 0.

e De méme, pour n qui n'est pas permier (par ex. n = 2.3), en écrivant n = a.b avec a,b € {1,...,n— 1}, on va
avoir @ # 0, b # 0 dans Z/nZ, mais ab = ab = n = 0. (le produit de deur nombres non-nuls peut étre nul)

o Autre exemple de phénoméne. Dans Z/87 on a vu avec les congruences que 1°> = 3% = 52 = 72 = 1. Ainsi,
Péquation x> = 1 posséde plus de 2 solutions.

REMARQUE 18 — Dans la suite du cours, quand les lois d’addition et de multiplication seront claires (quand on

sait sur quel anneau on travaille), on notera + a la place de + et x a la place de X pour les lois de Z/nZ.

Le groupe des inversibles de Z/nZ

PROPOSITION-DEFINITION 19
Soit n > 2. Pour (Z/nZ)* Pensemble des éléments de Z/nZ inversibles, on a :

(Z/nZ)* = {m, m € Z avec pged(m,n) = 1}.

C’est un groupe fini et abélien.
On a aussi Card(Z/nZ>) = ¢(n), ot p(n) est 'indicatrice d’Euler de n.
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3.4. ANNEAUX INTEGRES

Preuve — Ce résultat a déja été traité au chapitre Arithmétique, avec le théoréeme de Bézout. O

EXEMPLE 20 — Le groupe des inversibles de Uanneau est (Z/8Z)* = {1,3,5,7}.
C’est un groupe abélien a 4 éléments. On a donc p(8) = 4. On remarque que lon a de plus : 3 = 52 = 72 =1.

Ainsi, le groupe ((Z/8Z)*, x) posséde un élément d’ordre 1 (1) et trois éléments d’ordre 2 (3,5,7).

Le groupe (Z/8Z)* n’est donc pas isomorphe au groupe (Z/4Z,+), groupe abélien d’ordre 4, car ce groupe contient
un élément d’ordre 4 (3).
En comparant les tables d’opérations, on peut montrer que ((Z/8Z)*, x) est isomorphe o (Z/27 x Z/2Z,+).

ProrosiTion 21
Soit p un nombre premier.

1. Alors on a (Z/pZ)* = Z/pZ*.
Ainsi, on obtient ¢(p) =p — 1.

2. Pour tout k > 1, on a o(p*) = p* — pF~1.

Preuve — On a ¢(p*) = Card({0 < n < p* — 1 tels que pged(p®,n) = 1}). Soit n € N. Comme p est un nombre premier, on a
pgcd(n, pF) = 1 si et seulement si p ne divise pas n.

k—1

Or, il y a exactement p multiples de p compris entre 0 et p* — 1 : les entiers p.m avec 0 < m < pF — 1.

1

On obtient donc o(p*) = p* — pF~1, ce qui conclut. O

On rappelle le théoreme d’arithmétique suivant :

THEOREME 22 (Petit théoreme de Fermat)
Soient p un nombre premier et a € Z avec pged(a,p) = 1. Alors, on a :

a’~' = 1mod p

—p—1 —
cest-a-dire @’ =1 dans Z/pZ.

Nous pouvons maintenant apporter une généralisation a ce résultat, et apporter une preuve utilisant les ensembles
Z/nZ.

THEOREME 23
Soient a € Z et n € N* avec pged(a,n) = 1. Alors, on a :

a?™ = 1mod n

p(n

Cest-a-dire a” =1 dans Z/nZ.

Preuve — L’élément a est alors contenu dans le groupe (Z/nZ)*, qui est de cardinal ¢(n). Le théoreme de Lagrange permet alors de

conclure. 0

On verra par la suite une généralisation du théoreme d’isomorphisme chinois. Il faudra d’abord définir ce que
sont les morphismes d’anneaux (les fonctions qui ”préservent” la structure d’anneau).

3.4 ANNEAUX INTEGRES

Ensemble des diviseurs de 0

DEFINITION 24
Soit a € A, avec a # 0. On dit que a est un diviseur de zéro s’il existe b € A non-nul tel que ab = 0.

REMARQUE 25 — Sia € A est un diviseur de 0, alors a n’est pas inversible.
En effet, si a était inversible on aurait b= a"tab = 04, ce qui est impossible.

EXEMPLE 26 —
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1. Les anneauzx Z,Q, R, C n’ont pas de diviseurs de 0.

2. M>(K) a des diviseurs de 0. On a :
0 1\ /1 0\ _ [0 0
0 0/\0 0/ \0 O

La “relation” a et b diviseurs de 0 n’est pas réflexive.
3. L’anneau F(I,R) a-t-il des diviseurs de 0 ? (Les déterminer.)

4. Un anneau produit A x B posséde toujours des diviseurs de 0. Pour a € A,b € B non-nuls, (a,0) et (0,0)
sont des diviseurs de 0.

EXERCICE 5 — Soit n € N, n > 2. Montrer que les diviseurs de 0 dans l’anneau Z/nZ sont exactement les m
tels que :
n de divise pas m, et pged(m,n) > 1.

Ainsi, tous les éléments de Z/nZ qui ne sont pas inversibles et qui sont différents de 0 sont des diviseurs de 0

EXEMPLE 27 — Les diviseurs de 0 de l’anneau. Z./87 sont {2,4,6}.

Pour p premier, 'anneau Z/pZ n’a pas de diviseurs de 0.

Anneaux integres

DEFINITION 28
Soit A un anneau. On dit que A est intégre s’il n’a pas de diviseurs de zéro.

ProrosiTiON 29
Soit A un anneau integre.

1. Va,be A, siab=0alorsa=04 oub=04.
2. Ya,b,c € A avec a # 04, si ab = ac alors b = c.

3. Va,b,c € A avec a # 04, si ba = ca alors b = c.

Preuve — 1) Par définition. 2) a(b—c¢) =04 3) (b—c)a=04. O

REMARQUE 30 — Dans un anneau intégre, tous les éléments non-nuls ne sont pas forcément inversibles, mais
on peut simplifier une équation en la factorisant.
Cela est par exemple le cas dans l'anneau Z.

ProrosITION 31

Soit A un anneau integre. Soient by, ..., b, € A (pas forcément distincts).
Alors, on a (x — by)...(z — by,) = 0 si et seulement si x = b; pour un 1 < i < n.
L’équation (x —by)...(z — b,) = 0 possede donc au plus n solutions.

REMARQUE 32 —
e Si A est un anneau intégre, alors I'équation x®> = 1 a pour unique solution 1 et —1 car I’équation s’écrit
(x—14)(x+14)=04.

e Si l'on trouve une équation polynémiale dans A de la forme IL;(xz — b;) = 0 qui posséde plus de n solutions, on
sait donc immédiatement que ’anneau A n’est pas intégre.

e Dans un anneau produit A X B tel que 14 # —14 et 15 # —1p, il y a au moins 4 solutions a cette équation et
donc A x B n’est jamais intégre.

e Dans My(R), pour tout 0 € R, S(0) = (g?ﬁg _51Cr(1)809

Les anneauz M, (K) ne sont jamais intégres pour n > 2.

> vérifie x2 = 1.

EXEMPLE 33 —

o Les anneaux Z,Q,R,C sont intégres.
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o Les anneauz Z/pZ pour p premier sont intégres.

e Les anneauz K[X] sont intégres.

o Les anneaux Z/nZ, pour n > 2 non premier, ne sont pas intégres.

e Les anneaux My (K), pour n > 2, ne sont pas intégres. (Le vérifier.)
e Les anneauz produits A X B me sont pas intégres.

o Les anneauzr F(E, A) ne sont pas intégres si Card(E) > 2.

3.5 (CALCUL DANS LES ANNEAUX

Dans un anneau A, si deux éléments a et b ne commutent pas (ab # ba), on ne peut appliquer aucune formule de
factorisation/développement d’expressions polyndmiales en a et en b.

Par exemple, on a (a + b)%2 = a® + ab + ba + b* # a® + 2ab + b, ou (a — b)(a + b) = a® — b> + ab — ba # a® — b
La propriété de commutativité (sur 'anneau A tout entier, ou seulement entre deux éléments a et b) permet

d’effectuer beaucoup de calculs dans ’anneau avec des résultats de factorisation/développement que I’on connait
déja sur Q, R, C.

PROPOSITION 34
Soit (A, +, x) un anneau. Soient a,b € A qui commutent (a X b =0b x a). Alors, on a :

1. (a+b)" = Z (Z) a*v" "%, ¥n >1 (Formule du binéme);
k=0

n—1
2.a"=0"=(a—0) Z a" %1% ¥n > 2 (Formule de Bernoulli) ;

k=0
2
2n+1 2n+1 “ _1\k 2n—kpk
3. a +b —(a—l—b)Z( 1)*a b®, Vn > 1.
k=0

Preuve — La formule du binéme (parfois appelée formule du binéme de Newton) se démontre par récurrence sur n. La formule de
Bernoulli s’obtient en développant le terme de droite :

n—1 n—1 n—1
(a _ b) Z an—k—lbk _ Z an—kbk _ Z an—k—lbk+l
k=0 k=0 k=0

n—1 n—1
=a" + Z anfkbk _ z anfkbk 40" = a" — 7.
k=1 k=1
La derniére formule découle de la formule de Bernouilli (on remplace b par —b et n par 2n + 1). O
REMARQUE 35 —
1. Vous devez connaitre ces formules et leurs cas particuliers quand n est petit, comme par exemple
(a) a® —b® = (a —b)(a® + ab+b?);
(b) a®+ b3 = (a+ b)(a® — ab + b?).

2. Pour ay, - ,am € A qui commutent deux a deux on a aussi :

k , :
(a1 + -4 am)* = Z (z p >a111 -+-a;m™, (Formule du multinéme)
L im

i1t im =k
COROLLAIRE 36 -
On retrouve la formule de la somme géométrique : 1 —a” = (1 — a) Z a”.
k=0
Si 1 — a est inversible, on a alors : S 7—0 a* = (1 —a)~ (1 — a™).
EXERCICE 6 — On dit qu’un élément a € A est nilpotent s’il existe n € N* tel que a™ = 0. ("nil” : "nul”,

"potent” : "puissance”
On appelle indice de milpotence de a le plus petit n > 1 tel que a™ = 0.

1. Pour A = #,(R) avec n = 2,3 ou 4, trouver des exemples de matrices nilpotentes. (On pourra chercher
des matrices triangulaires supérieures/inférieures).
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2. Soient a,b € A qui commutent et sont nilpotents d’indices p et q. Montrer que a+ b est nilpotent et majorer
son indice de nilpotence.

3. Sia et b ne commutent plus, peut-on encore dire quelque chose sur a + b ¢ (Si non, on cherchera un
contre-exemple)

4. Sia est nilpotent d’indice p, que peut-on dire de 1 —a ?

3.6 SOUS-ANNEAUX, IDEAUX

Sous-anneaux

DEFINITION 37
Soit (A, +, x) un anneau et B C A.
On dit que B est un sous-anneau de A si :

1. (B,+) est un sous-groupe de (A, +);
2. 14 € B;
3. laloi x est stable sur B : Vx,y € B,onaz Xy € B.

REMARQUE 38 —

e Pour B un sous-anneau de A, l'ensemble (B,+, X) muni de la restriction de + et X & B est un anneau.
o 7 est un sous-anneau de Q, qui est un sous-anneau de R, qui est un sous-anneau de C.

o K est un sous-anneau de K[X].

o K,[X] nest pas un sous-anneau de K[X]. XK[X] n'est pas un sous-anneau non plus.

e [l est important de vérifier que B contient [’élément 14 :

Pour n > 2, nZ n’est pas un sous-anneau de Z. Il vérifie toutes les propriétés nécessaires sauf celle de
lexistence d’un élément neutre pour la multiplication.

e Soit E un ensemble et E' un sous-ensemble strict de E. Alors les ensembles F(E,C) et F(E',C) sont des
anneaus.
On peut identifier F(E',C) & un sous-ensemble de F(E,C) (le sous-ensemble des fonctions f : E — C telles
que f(x) =0 si x ¢ E'), mais ce sous-ensemble n’est pas un sous-anneau de F(E,C) car il ne contient pas
la fonction constante égale a 1.

ProproOsITION 39
Soit (A, +, x) un anneau et B C A. B est un sous-anneau de A si et seulement si :

1. 14 € B;
2. ¥(z,y) € B%, x —y € B;
3. Y(z,y) € B%, xy € B.

L’intérét de cette proposition est qu’a partir d’anneaux déja connus (C, .4, (K),F(E,C)) on peut facilement
montrer qu'un sous-ensemble B de I'un de ces anneaux est lui aussi un anneau, sans avoir a revérifier tous les
axiomes définissant un anneau.

EXEMPLE 40 — e On pose Z[/2] = {a + bv/2, (a,b) € Z?}. C’est un sous-anneau de (R, +, x).
e On pose Z|X| = {P € Q[X], avec P a coefficients dans Z}.
C’est un sous-anneau de (Q[X], 4+, x).

EXERCICE 7 — e Montrer que Z[i] := {a +ib, (a,b) € Z*} est un sous-anneau de C.

e Soit n > 2. Montrer que l'ensemble des matrices diagonales D, (K) et que l’ensemble des matrices
triangulaires supérieures T, (K) sont des sous-anneaux de #,,(K).

REMARQUE 41 — Pour S C A, on peut définir le sous-anneau engendré par S comme le plus petit sous-anneau de
A contenant S, et obtenir une écriture de ce sous-anneau : {>_p_, m"a;, n>1,my,...,m, >1,a;, € SU{1}}.
Contrairement aux sous-groupes engendrés par une partie, cet objet mathématique n’est pas trés intéressant dans
ce chapitre.
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Les anneaux ., (K) et K[X] sont aussi des K-e.v.
Cela permet de définir des sous-anneaux un peu particuliers.

PROPOSITION-DEFINITION 42

Soient n > 1 et K un corps. Soient A € ., (K) et P € K[X].

On définit K[A] = Vect(A*, k > 0) et K[P] = Vect(P*, k > 0).

Alors, K[A] est un sous-anneau de .#,(K) et K[P] est un sous-anneau de K[X].
K[P] est un sous-anneau commutatif et intégre (car K[X|] est commutatif et integre).
K[A] est un sous-anneau commutatif.

Preuve — Les ensembles K[A] et K[P] sont des sous-ev, donc ce sont des sous-groupes pour la loi additive +.
On a 0 et 1 contenus dans ces ensembles.

On montre facilement que pour By, Ba € K[A] (resp. € K[P]), on a B1.Ba € K[A] (resp. € K[P]). (A vérifier.)
Cela démontre que ces ensembles sont des sous-anneaux.

On montre de méme que pour Bi, Ba € K[A], on a B1Bs = B2B1, donc K[A] est commutatif.

Comme K[X] est un anneau commutatif et intégre, le sous-anneau K[P] est commutatif et integre.

O

REMARQUE 43 — e Les sous-anneaux K[A] et K[P] sont construits en utilisant la structure de K-algébre de

M (K) et K[X], que l'on étudiera plus tard. Cela fournit quelques sous-anneauz que l'on peut étudier.
o La commutativité de K[A] est trés utile pour faire des calculs. (déja vu au chapitre Matrices)

e Le sous-anneau K[A] n’est pas intégre en général.

Par evemple, si A2 = I, (symétrie), A> = A (projection), A™ = 0 (nilpotent), ou A = Diag(\i,...

(diagonal), avec A # M., alors le sous-anneau K[A] n’est pas intégre.
On peut trouver By, By € K[A] non-nulles telles que By By = 0.

a)\n)

Par rapport aux sous-groupes qui sont seulement stables pour la loi +, les sous-anneaux doivent étre stables

pour les lois + et X et en plus contenir 1’élément 1.

Pour tout a € A non-inversible, ’ensemble des multiples de a, aA, n’est donc pas un sous-anneau.

On va définir un objet mathématique différent des sous-anneaux pour étudier cela, les idéaux.

IDEAUX D’UN ANNEAU COMMUTATIF

DEFINITION 44
Soient A un anneau commutatif et I C A.
On dit que I est un idéal de A si :

1. (I,4) est un sous-groupe de (A,+);
2. Ve el, Vae A, onaax el (ondit que I est absorbant pour la loi x).

EXEMPLE 45 —
1. Le singleton {04} et A sont des idéaux de A.
2. Pour a € A, l’ensemble aA des multiples de a est un idéal de A.

8. La définition d’idéal ne concerne que les anneauxr commutatifs, afin d’avoir ax = za.
On ne s’intéresse pas aur anneauzr non-commutatifs (ex : matrices) dans ce cas.

4. Z,Q,R ne sont pas des idéaux de C car ils ne sont pas absorbants pour la multiplication. Pourtant, ce sont

des sous-anneauz de C.

5. Si un idéal I contient un élément inversible, alors I = A. En particulier, les idéauz de Q,R,C sont {0} et

l’anneau tout entier.

6. Tout sous-anneau B strict d’un anneau A n’est pas un idéal de A, car B contient 14 mais ne contient pas

A tout entier.

7. Pour tout n € Z, nZ est un idéal de Z. Pourtant, le seul sous-anneau de Z: est Z lui-méme.

8. Pourn € Z*, nZ est un idéal de Z mais ce n’est pas un idéal de Q,R ou C.

9. Pour E un ensemble et E' un sous-ensemble de E, l’ensemble {f : E — C,t.q.f(x) =0Vx ¢ E'} est un

idéal de F(E,C).

REMARQUE 46 — Un idéal I d’un anneau A est un sous-ensemble qui est en partie similaire d un sous-anneau

(identique pour l'addition, mémes regles de multiplication).
Par contre, il ne contient en général pas d’élément neutre pour la multiplication (pas de 1).
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La définition de sous-anneau de (A, +, x) ne dépend que des opérations sur A, et non de tous les éléments de A
(par exemple, Z est un sous-anneau de Q, de R et de C, mais les nombres réels et complexes n’interviennent
nulle part).

Pour un idéal, la condition d’absorbance implique un lien entre les éléments de I et ceux de A.

Pour B un sous-anneau de A et I un idéal de B, on ne sait pas si I est un idéal de A.

Par exemple, 27 est un idéal de Z mais n’est pas un idéal de Q,R ou C. La condition d’absorbance fait entrer les
nombres rationnels/réels/complexes dans les multiplications possibles, et 27 ne contient pas tout cela.

REMARQUE 47 — Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A.
Pour x1,...,xp, €I et ay,...,a, € A, on a alors Z:Zldkl‘k el.
En effet, chaque agxy est dans I, et (I,+) est un groupe.

PROPOSITION 48
Soit (A4, +,X) un anneau commutatif et (I)rep une famille d’idéaux de A indexée par un ensemble E. Alors
1. ) Ix est un idéal de A.
keE
2. Si F est de cardinal fini, alors Z I, est un idéal de A.
keE

3. Z I, = Zmi, avec x; € U Iy, Vi € [1,n], Vn € N* 3 est un idéal de A.
keE k=1 keE

Preuve — Il faut vérifier que ces ensembles satisfont bien les conditions pour étre un idéal. O

PROPOSITION-DEFINITION 49

Soient A un anneau commutatif et S C A non-vide.

On définit (S) = {> p_, axsk, n>1, s1,...,8, €S, a1,...,a, € A}.
Alors (S) est un idéal de A. On lappelle idéal engendré par S.
C’est le plus petit idéal de A contenant S.

Preuve — o On a bien 0 € (S).

Par définition de (S), pour z1,z2 € S on a bien z1 — 2 € (S). Donc (S) est un sous-groupe de (4, +). Soient x € (S) et a € A. On
ax=7y 1_;asg. Alors, ax = >} aapsy = Y p_q bpsk, avec by,... by € A.

Donc az est encore un élément de (S), ce qui montre que (S) est un idéal de A.

e Soit I un idéal de A contenant S.

Alors, I contient les éléments de la forme > 7', agsk, Vn > 1, Vai,...,an € A, Vs1,...,5n € S.

Donc I contient (S). O

Contrairement aux sous-anneaux, l'idéal engendré par une partie S a une définition assez simple. Ces idéaux
sont assez intéressants.

PROPOSITION 50
Soient A un anneau commutatif, S7, Sy C A non-vides, et 1 ...,x, € A, avec n > 2. Alors

1. (z1) =114 = {ax1, a € A};
2. <Sl U SQ> = <Sl> + <SQ>;
3. (x1,...,xp) =1 A+ a0A+ ...+, A

Preuve —

1. On vérifie facilement que 1A = {az1, a € A} est un idéal de A, qui contient z1. (A vérifier.)
Réciproquement, un idéal I de A qui contient z; contient les ax1, Va € A.
Donc, (z1) = 21 A par minimalité de (x1).
2. D’aprés une proposition précédente, (S1) + (S2) est un idéal de A. Et cet idéal contient S U Sa.
Réciproquement, soit I un idéal contenant S1 U Sa. Comme I contient Si et Sz, I contient (S1) et (S2) , donc I contient
(S1 U S2).
Par minimalité de I'idéal engendré par une partie, on en déduit que (S1 U S2) = (S1) + (S2).

3. La preuve de ce résultat est identique & celle du point 1). (Ou bien on utilise 1) et 2) et une récurrence sur n > 2)

O

On retrouve avec cette proposition I’ensemble des multiples d’un élément x, ensembles que l'on a utilisés dans Z
et dans K[X] pour définir le pged, le ppem, et étudier ces outils.

Tout le travail sur les ensembles nZ et PK[X] était en fait un travail sur des idéaux.

On peut réaliser le méme travail sur d’autres anneaux, les anneaux principaux.
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3.7 ANNEAUX PRINCIPAUX

DEFINITION 51
Soit (A4, +, x) un anneau commutatif, et I un idéal de A.

1. On dit que l'idéal I est principal s’il existe a € A tel que I = aA.

2. On dit que 'anneau A est principal si A est integre et si tout idéal de A est principal.

EXEMPLE 52 — 1. L’anneau (Z,+, X) est un anneau principal.
2. Les corps (Q,R,C,Z/pZ) sont des anneaux principaut.

3. Les anneauz Z/nZ avec n non-premier ne sont pas des anneaux principaux car ils ne sont pas intégres.

EXEMPLE 53 — 1. Tous les anneaux qui ne sont pas intégres ne sont pas principauz (Z/nZ avec n non-premier,
F(E,K),...).

2. L’anneau (Z[X],+, x) des polynémes a coefficients entiers n’est pas un anneau principal.
En effet, lVidéal (2, X) n’est pas un idéal principal de Z[X]. (Le vérifier. )

REMARQUE 54 —

e Un anneau A qui est principal peut avoir un sous-anneau qui n’est pas principal (On montrera par la suite que
Q[X] est principal, alors que son sous-anneau Z[X]| ne l'est pas).

De méme, un anneau A qui n’est pas principal peut avoir un sous-anneau principal (Z[X] n’est pas principal,
mais il contient 7 qui est principal).

e Le produit d’anneau principauxr A X B n’est jamais principal, car le produit d’anneauz intégres n’est pas intégre.
Par contre, tous les idéauxr de A X B sont encore principaut.

Preuve — Soit J un idéal de A x B.

On pose J4 = {z € A, tels que Jy € B avec (z,y) € J}, et Jg = {y € B, tels que 3z € A avec (z,y) € J}.
Alors, on a J4 x {Og} =(1,0).J, et {04} x Jgp = (0,1).J.

Comme A et B sont principaux, on a a et b tels que J4 = aA et Jp = bB.

On a ainsi J4 X {0} = aA X 0B = (a,0).(A X B) et Jg =0A x bB = (0,b).(A x B).

En combinant les relations, on obtient :

J = (1,1)J = (1,0).J + (0,1).] = (a,0).(A x B) + (0,b).(A x B) = (a,b).(A x B),

ce qui montre que ’idéal J est principal. O

DEFINITION 55
Soit A un anneau commutatif integre. Soient a,b € A.

1. On dit que a divise b s’il existe ¢ € A tel que b = ac. On le note alb.

2. On dit que deux éléments a et b sont associés si a divise b et b divise a.

EXEMPLE 56 —
1. 1 et —1 sont associés dans Z.
Tout entier n non-nul est associé a un entier strictement positif.
2. Dans R[X], X% +1 et 2X? + 2 sont associés.

3. Dans K[X], deuz polynémes P et QQ sont associés si et seulement si P(X) = AQ(X) pour un A € K*.
Tout polynome P non-nul est associé a un polynéme unitaire.

PROPOSITION 57
Soit A un anneau commutatif integre.
Alors a divise b si et seulement si (b) = bA C aA = {(a).

Preuve — Si alb, alors b = ac et donc Vz € bA on a z = 2'b = acz’ € aA.

Réciproquement, si bA C aA, alors, b € bA C aA s’écrit ac, d’ou alb. O

REMARQUE 58 — Soit A un anneau commutatif et intégre.

1. Deux éléments a,b € A sont associés si et seulement si ils sont égauz, ¢ un facteur inversible prés.
Sionaa=bcetb=—ca, onaalorsa = cca. Comme A est intégre on obtient c¢’ = 1, donc c est inversible
d’inverse c'.

Et done, a est égal & b multiplié par un élément inversible (un élément de A*).
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2. La relation "étre associés” est donc une relation d’équivalence. (Le vérifier.)

3. La relation 7étre associés” revient a travailler “a un multiple inversible prés”.
Dans K[X], cela revient & travailler "au coefficient dominant prés”.
Dans Z, cela revient a travailler “au signe prés”.

4. On va généraliser les résultats de pged, ppcm, d’éléments premiers entre eux, d’éléments irréductibles, de
factorisation que l'on a obtenus sur Z et sur K[X]| auz anneaux principauz.
Par nature, un élément inversible de A ne se factorise pas (c’est comme —1 dans Z ou un polynome
constant dans K[X]).

Propriétés de ’anneau (K[X], +, X)

THEOREME 59

L’anneau (K[X], 4+, x) est principal.

Soit I un idéal de K[X] qui n’est pas réduit & {0}. Alors il existe un unique polynéme unitaire P tel que
I = PK[X].

Preuve — On sait que Panneau (K[X], +, X) est intégre. Soit I un idéal de K[X]. Il faut montrer que I est principal.

On procéde comme avec Z (voir chapitre Arithmétique). Si I = {0}, alors I = 0K[X].

Si I # {0}, soit P un polynéme de I non-nul de plus petit degré. Si A est son coefficient dominant, alors A~' P € I. On peut donc
supposer que P est unitaire.

Soit @ € I. On effectue la division euclidienne de Q par P :

Q@ =RP+ S, avec deg S < deg P.

Alors S = RP — Q € 1, ce qui donne S = 0 et par définition de P. Cela montre que I C PK[X]. Réciproquement, pour P € I on a
PK[X] C I car I est un idéal.

On a donc montré que tout idéal I de K[X] est bien principal.

Supposons que PK[X]| = QK[X] avec P,Q unitaires. Alors il existe A, B € K[X] tels que P = AQ et Q = BP. On obtient
deg(P) = deg(Q) et deg(A) = deg(B) = 0, c’est-a-dire A(X) = X pour A € K*. Comme P et @ sont unitaires, on a donc P = Q, ce

qui démontre 'unicité voulue. O

REMARQUE 60 — La preuve de ce théoréme utilise la division euclidienne de polynémes dans K[X].

Les anneauz K[X] et Z sont appelés anneaux euclidiens (des anneauz possédant une division euclidienne).
La preuve du théoréme permet en fait de montrer qu’un anneau qui posséde une division euclidienne (un anneau
euclidien) est un anneau intégre.

Nous verrons par la suite la petite différence entre un anneau principal sans division euclidienne et un anneau
principal avec division euclidienne.

Dans cette section, nous allons étudier toutes les propriétés des anneaux principaux (les conséquences de la petite
hypothese “tous les idéaux sont principaux”). Ces résultats sont une généralisation des propriétés arithmétiques
de Z et de K[X] (voir Algebre 1).

PGCD et PPCM, Théorémes de Bézout et de Gauss dans les anneaux principaux

ProrosiTion 61

Soit A un anneau intégre. Soient z, 2’ € A.

Alors, on a zA = 2’ A si et seulement si z et 2’ sont associés.

Ainsi, I'idéal principal I = zA = (z) posséde un unique élément générateur a association pres.

Preuve — D’aprés une remarque précédente, comme A est intégre, si z et 2’ sont associés on a z = cz’ avec c inversible.

Alors z C 2’ A donc zA C 2’ A, et 2/ = ¢~ 1z donc 2’ C zA d’ott 2/ A C zA.

Cela donne bien zA = 2’ A.

Réciproquement, si zA = 2’ A on a z = cz’ et 2/ = dz pour des éléments c¢,d € A. Donc z et z’ sont associés. a

REMARQUE 62 — Dans l’étude des propriétés des anneaux principauz (diwvisiblité, factorisations), les éléments
inversibles ne sont pas trés intéressants (ce sont des éléments qui divisent tout le monde, comme —1 dans Z ou
comme A # 0 dans K[X]).

Ainsi, la majorité des résultats sera a association pres, c’est-a-dire a un représentant de classe d’équivalence
prés pour la relation d’association.

Dans Z, ce représentant sera un nombre positif. Dans K[X], ce sera un polyndme unitaire.

Par contre, dans le cas général, il n’y a pas de méthode pour choisir un représentant particulier dans la relation
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"étre associé”. On pensera donc bien a préciser que l'unicité d’un élément ou d’une factorisation sera “a association
pres”.

DEFINITION 63
Soit A un anneau principal. Soient x,y € A.
On définit le plus grand diviseur commun de z et y, noté pged(zx,y) ou x A y, comme 'unique élément de A (&
association pres) tel que :

(x,y) = A+ yA = pged(z, y) A.
On définit le plus petit diviseur commun de x et y, noté ppem(z,y) ou = V y, comme 'unique élément de A (&
association pres) tel que :

zANyA = ppem(z,y)A.

DEFINITION 64
Soit A un anneau principal. Soient x,y € A.
On dit que z et y sont premiers entre eux si pged(z,y) = 1.

PROPOSITION 65 (Théoreme de Bézout)
Soit A un anneau principal. Soient x,y € A.
Les élémnts x et y sont premiers entre eux si et seulement s’il existe u,u € A tels que ux + vy = 1.

Preuve — On a pged(z,y) = 1 ssi zA + yA = A. Cela implique qu’il existe u,v € A tels que 1 = uz + vy.

Réciproquement, si l'on a 1 = zu + vy, alors A + yA contient 1.A = A, d’ou zA + yA = A. O

REMARQUE 66 — On peut alors montrer de l’exacte méme fagon qu’avec les entiers que pged(zx,y) et ppem(z,y)
sont bien les plus grands commun diviseur et plus petit commun multiple pour le relation de divisibilité, a
association pres.

ProposSITION 67
Soit A un anneau principal. Soient z,y € A et s € A.
Alors s est égal a pged(x,y) & association pres si et seulement si :

1. s|zets]|y,
2. Pour tout t € Atel quet |z ett|y,onat]s.

Autrement dit, s est le plus grand diviseur de = et de y.

ProprosITION 68

Soit A un anneau principal. Soient x,y € A et s € A.

Alors s est égal & ppem(z,y) & association pres si et seulement si :
1.z |sety]s,

2. Pour tout t € Atel que x |t et y|t,onas|t.

Autrement dit, s est le plus petit multiple de x et de y.

PROPOSITION 69 (Théoreme de Gauss)
Soit A un anneau principal. Soient x,y,z € A .
Si z divise yz et pged(z,y) = 1, alors z|z.

Preuve — la preuve est identique au cas des entiers. D’apres e théoreme de Bézout, il existe u,v € A tels que uz + vy = 1. Cela

donne zuz + yvz = z. Comme z|yz, on a z|(zuz + yvz) = z. O

REMARQUE 70 — Si l'anneau A est principal mais ne posséde pas de division euclidienne (s’il n’est pas euclidien),
on sait que pour x,y € A il existe u,v € A tels que xu + yv = pged(x,y), mais on n'a aucune méthode pour
calculer u et v.

La division euclidienne, dont découle l’algorithme d’Euclide, est une propriété qui permet de calculer pged(z,y)
et de calculer les nombres u,v.

Conséquences de ces théoremes

ProPOSITION 71
Soit A un anneau principal. Soient a,b,c € A.
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Si a et b premiers entre eux et si a | cet b | ¢, alors ab | c.

Preuve — Supposons que a | ¢ et b | ¢ avec pged(a,b) = 1. Le théoreme de Bézout nous dit qu’il existe alors des entiers u,v € A
tels que au + bv = 1. On a donc ¢ = auc + bvc. Comme a | ¢, on a on a ab | be. Comme b | ¢, on a on a ab | ac. Donc, ab divise

acu + bev = c. O

COROLLAIRE 72
Soit A un anneau principal. Soient ay,. . .,a,,c € A.
Si les a; sont premiers entre eux deux & deux et si a; | ¢ pour tout 1 <i <n, alors a; X as X ...a, | c

Preuve — Cette généralisation de la proposition précédente se démontre par récurrence sur n > 2. O

@ Si a et b ne sont pas premiers entre eux, on ne peut rien dire! Par exemple, dans Z, 4 | 4 et 2 | 4 mais
4 x 2 = 8 ne divise pas 4.

EXEMPLE 73 — Si4|n et 3| n alors 12 | n car 4 et 3 sont premiers entre eux.

ProrositioN 74
Soit A un anneau principal. Soient a, b, c € A.
Si a est premier avec b et si a est premier avec ¢, alors a est premier avec be.

Preuve — Supposons a premier avec b et avec c. D’apres le théoréme de Bézout, il existe ui,u2,v1,v2 € A tels que 1 = au; + bv; et
1 = aug + cvs. Par multiplication, on obtient :

1 = a(auiuz + uicva + bviuz) + be(vive).

Ainsi, d’apres le théoréme de Bézout, a et bc sont premiers entre eux. O

COROLLAIRE 75
Soit A un anneau principal. Soient a,by,...,b, € Z.
Si a est premier avec b; pour tout i € {1,...,n}, alors a est premier avec by X by X ... X by,.

Preuve — Cette généralisation de la proposition précédente se démontre par récurrence sur n > 2. O

PROPOSITION 76
Soit A un anneau principal. Soient a,b € A.
Si a est premier avec b alors a™ est premier avec b™ pour tous m,n € N.

Preuve — Soient m,n € N. Sim =0oun=0o0n aa™ =1 ou b™ =1, et dans ce cas le résultat est vrai.

Supposons m,n # 0. Comme a est premier avec b, le corollaire précédent nous dit que a est premier avec b™. Comme b™ est premier

avec a, le corollaire précédent nous dit que b” est premier avec a™. |

EXEMPLE 77 — Soit A un anneau principal. Soit a € N*. Comme a est premier avec a — 1 et avec a + 1, a est
premier avec (a —1)(a+1) = a? — 1.

ProrosiTion 78
Soit A un anneau principal. Soient a,b € A. Posons d = pged(a, b).
Alors il existe des éléments a’ et b’ de A tels que

a=dad,b=db, et pged(a,b)=1

Preuve — Si (a,b) = (0,0), alors @’ =% = 1 conviennent.

/

Supposons que (a, b 0,0). Comme d = pgcd(a,b), on sait que d | a et d | b. Les nombres a’ = sont donc
PP q s s pg »0)s q

ten Y = red@m
pgcd(a,b)’ pgecd(a,b
bien définis, et tels que a = da’ et b = db’. On a alors d = pgcd(a, b) = pged(da’, db’) = dpged(a’,b’). Donc, comme d est non nul,

on a pged(a’,b’) = 1. O
Eléments irréductibles d’un anneau principal, décomposition en facteurs irréductibles
DEFINITION 79

Soit A un anneau principal. Soit a € A.

On dit que a est un élément irréductible de A si a n’est pas inversible et si les seuls diviseurs de a sont les
éléments inversibles et les éléments associés a a.
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Un élément irréductible de A est donc un élément a non-inversible dont les diviseurs sont 1 et a, & association
pres.
Tout comme un nombre premier est un entier dont les diviseurs sont, au signe pres, 1 et lui-méme.

EXEMPLE 80 — Voir exemples dans Z et dans K[X].

LEMME 81
Soit A un anneau principal. Soient a,b € A avec a irréductible.
Alors, on a pged(a,b) = a si a | b, et pged(a,b) = 1 sinon (égalités & association pres).

Preuve — Si a | b on a pgcd(a,b) | a et a | pged(a,b), donc a et pged(a,b) sont associés.
Sinon, a ne divise pas b. Comme pgcd(a, b) divise a et divise b, et comme a est irréductible, on en déduit que 1 et pged(a,b) sont

associés. C’est-a-dire que pged(a,b) = 1 (& association pres). O

LEMME 82 (Théoréeme d’Euclide)
Soit A un anneau principal. Soient a, b, c € A avec ¢ irréductible.
Sic | ab, alors ¢ | a ou ¢ | B.

Preuve — Supposons que c | ab.

e Si ¢ divise a, c’est bon.

e Sinon, ¢ ne divise pas a. D’apres le lemme précédent on a alors pged(a,c) =1 (& association pres), donc ¢ et a sont premiers entre

eux. Le théoreme de Gauss nous dit alors que ¢ divise b, ce qui conclut la preuve. O

THEOREME 83 (Décomposition en produit de facteurs irréductibles)
Soit A un anneau euclidien. Soit ¢ € A non-nul et non-inversible.
Alors a se décompose, de maniere unique & 'ordre pres des termes et & association pres, en produit de facteurs
irréductibles :
a = ep1(X)™ x p2(X)**...pn (X)*N,

ou les p; sont des éléments irréductibles deux a deux premiers entre eux, les «; sont des entiers non nuls, et ou €
est un élément inversible de A.

Contrairement aux anneaux Z et K[X], on ne peut pas utiliser la division euclidienne (en fait |n| et deg(P))
pour montrer rapidement ’existence de la décomposition en facteurs irréductibles de a.
On va alors utiliser le fait que A est principal pour démontrer le lemme suivant.

LEMME 84

Soit A un anneau principal. Soit (J,, ), >0 une suite d'idéaux de A.

Si la suite (J,)n>0 est croissante pour l'inclusion (J, C Jy41), alors elle est stationnaire : il existe ng tel que
Jn = JIng, Y0 > np.

Preuve — On pose J = {J,,~q Jn-

On montre que J est alors un idéal de A. (facile & vérifier)

Comme A est principal, on en déduit qu’il existe b € A tel que J = bA.

On remarque que 'on a b € J.

Comme J est une réunion d’ensembles, il existe donc un ng > 0 tel que b € Jyn,.
On a ainsi bA C Jny. Vu que Jpy, C J, on en déduit que J = Jn,.

Ainsi, pour tout n > ng, on a Jp = J = Jn,. O

Preuve — Existence : Comme a est non-nul et non-inversible, il posséde au moins un diviseur irréductible.

Supposons par ’absurde que a posséde une infinité de diviseurs irréductibles qui sont premiers entre eux (qui sont distincts a
association pres).

On peut alors trouvr une suite (pp),>0 de nombres irréductibles premiers entre eux, tels que pp | a Vn > 0.

D’aprés les résultats de divisibilité précédents, on en déduit que pips . ..pn | a, Vn > 0.

On pose alors b, = ﬁ, et on définit 'idéal J,, = b, A.

On remarque facilement que Jp, C Jp41 car by41 | bn.

Comme on a by41Pn+1 = bp, avec pp+1 non-inversible, on en déduit que by, et b,41 ne sont pas associés, donc Jy, # Jy41 d’apres
une proposition précédente.

On obtient alors une suite (Jy),>0 d’idéaux de A, qui est croissante pour I'inclusion.

D’aprés le lemme précédent, cette suite est stationnaire. Cela contredit le fait que Jp # Jp41, Yn > 0.

Ainsi, le nombre a posséde un nombre fini N de diviseurs irréductibles qui sont premiers entre eux deux & deux.
Soient p1,...,pn des nombres irréductibles, premiers entre eux deux a deux, qui divisent a.
a;+1

~ .. . . Qg
Avec le méme argument, on montre que pour chaque i, il existe un entier a; tel que p;* | a et p;

; [/a. (chaque p; ne divise pas a
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une infinité de fois)

Le nombre € = 9~ est alors bien défini. Ce nombre est non-nul et il ne peut posséder aucun diviseur irréductible. (ses seuls

~
L2 q1p;

i=

diviseurs possibles sont parmi les p;, et aucun p; ne peut diviser €)
On en déduit donc que € est inversible, ce qui prouve I’existence de cette décomposition.

Unicité :

La preuve de 'unicité est identique & celle de la décomposition des entiers en produit de facteurs premiers, & part le fait que tous les

nombres irréductibles que ’on consideére sont choisis & association pres. O

Ainsi, tout éléent non-nul et non-inversible d’un anneau principal A posséde une décomposition en produit
de facteurs irréductible. Cette décomposition, nous I'avons vu en Algebre 1, est treés utile pour des calculs
arithmétiques (pged, ppem, divisibilité, factorisations,...)

Cependant, I’absence de division euclidienne a rendu la preuve plus difficile. On a eu le méme résultat, mais avec
moins d’outils, et il a fallu étre bien plus malin pour I’obtenir.

Les idées de cette preuve sont bien plus difficiles que celles des autres preuves du chapitre. Cela montre qu’en
mathématiques une notion peut paraitre simple pour beaucoup de résultats, et subitement devenir tres difficile.

PRroOPOSITION 85

Soit A un anneau integre. Soit a € A non-nul et non-inversible.

Soit a = epi* x ... x pi¥ la décomposition de a en produit de facteurs irréuctibles, avec p; des nombres
irréductibles premiers entre eux deux a deux, «; des entiers naturels non nuls, et € inversible.

Alors les diviseurs de a sont exactement les nombres de la forme € pf ! ...p?VN avec 0 < (; < «; pour tout

1 <7< N, et ¢ inversible.

Le nombre a posseéde ainsi 1Y (a; + 1) diviseurs distincts (& association pres).

Preuve — La preuve est identique & celle du résultat pour les entiers, (voir Algebre 1) & part le fait que l'on a ajouté un terme

inversible en plus pour inclure tous les diviseurs & association pres. O

EXEMPLE 86 — e Les diviseurs & association prés de X3 —5X +6 = (X — 2)(X — 3) dans Q[X] sont les
sugvants : 1, X =2, X =3, (X — 2)(X — 3).
e Dans Z[X], les diviseurs d association prés de 6X — 6 sont 1,2,3,6,X —1,2X —2,3X —3,6X — 6.

ProrosiTION 87

Soit A un anneau unitaire. Soient a,b € A non-inversibles et non-unitaires.
On suppose que a = ep]™ X ... X pRY et b= ¢ pf Tx...X p}BVN , ol les p; sont des éléments irréductibles preiers
entre eux deux & deux, les «, B; sont des entiers naturels (éventuellement nuls), et €, €’ sont inversibles. Alors on
a:

__ ,min(a1,61) min(ay,8n)
=p;

e pged(a, b) X ... X PN , (& association pres)
e ppcm(a,b) = pxlnax(al’ﬁl) X ... X p]ri',ax(aN’ﬁN). (& association pres)
Preuve — La preuve est identique & celle du résultat pour les entiers. (voir Algebre 1) O

PROPOSITION 88
Soit A un anneau unitaire. Soient a,b € A.
Alors on a
pged(a,b) x ppem(a,b) = a x b. (& association pres)

En particulier, si a et b sont premiers entre eux, on a ppcm(a, b) = ab.

Preuve — La preuve est identique & celle pour les entiers. (voir Algebre 1) O

REMARQUE 89 (Bilan sur les anneaux étudiés) — Voici les principales propriétés des anneauz que nous avons
définies et étudiées. Elles sont triées par ordre décroissant, et accompagnées d’exemples.

1. Les anneauz : M, (K), (Fonct(G,G),+,0) (avec G un groupe commutatif), produits d’anneaux non-tous
commutatifs,. ..

Les anneauz commutatifs : (Fonct(E, A),+, x), Z/nZ, produits d’anneaur commutatifs,. ..
Les anneauz intégres commutatifs : Z[X],Kla]( poura € A ),...

Les anneauz principavz : 7, Z[i], Z[sqrt2], K[X], ...

Les corps : Q,R,C,Z/pZ,Qli], Q[sqrt2], . ..

SAER N
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Chaque propriété supplémentaire permet de faciliter les calculs ou les études sur I'anneau A.

o Si A est commutatif, on peut alors effectuer des développements et factorisations, comme la formule du bindome,
la somme géométrique, les identités remarquables.

e Si A est intégre, on peut alors résoudre des équations produit-nul (ab = 0) et donc simplifier beaucoup
d’équations ot un terme non-nul est en facteur.

e Si A est principal, il existe des éléments qui ne se factorisent pas, et tous les éléments se factorisent comme
produit (6 association prés) d’éléments irréductibles. Cela aide aussi dans beaucoup de factorisations, a déterminer
des divisibilités, et a résoudre certaines équations, en regardant ce qui se passe pour chaque facteur irréductible.
e Si A possede une division euclidienne, tous les éléments que [’on peut définir quand A est principal peuvent se
calculer a l'aide de divisions euclidienne et de l'algorithme d’Fuclide : diviseurs, pged,ppem,,. . .

o Si A est un corps (tous les éléments non-nuls sont inversibles), alors beaucoup de questions de factorisation et
de divisibilité se résolvent instantanément. (nous étudierons les corps par la suite)

Les corps ne sont pas intéressants & étudier comme anneaux principaut (ils n’ont pas d’éléments irréductibles),
mais ils sont trés intéressants pour définir d’autres objets (anneauz K[X], K-espaces vectoriels, K-algébres,. . .).

REMARQUE 90 — Il existe aussi des anneauxr qui ne vérifient pas toutes ces propriétés. Il n’y a pas forcément
d’exemple trés simple pour ces anneaux, mais leur existence montre que l’étude des anneaux en général est tres
riche.

Cela montre aussi qu’il existe des anneaux possédant certains propriétés pratiques, mais qui peuvent étre tres
différents des exemples “classiques” que mous avons €tudiés dans ce cours.

1. Anneaux intégres non-commutatifs : H (anneau des quaternions),. ..
2. Anneaux commutatifs, non-intégres, avec tous les idéauz principauz : Z/nZ pour n non premier, produit
d’anneaux principaur,. . .

3. Anneauz principaux sans division euclidienne : Z[%‘/ﬁ], ... (pas facile du tout!)

Nous avons étudié plusieurs propriétés d’anneaux (commutatif, integre, principal), ainsi que certains exemples
fondamentaux. Tout comme pour les groupes, nous allons nous intéresser aux fonctions qui préservent la structure
d’anneau, les morphismes d’anneaux.

3.8 MORPHISMES D’ANNEAUX, ISOMORPHISMES

DEFINITION 91
Soient (A,+, x) et (B, A,.) deux anneaux.
Une fonction f: A — B est un morphisme d’anneaux si :

1. f est un morphisme de groupes de (A, +) dans (B,A) : Vz,y € A, f(x+y) = f(2)Af(y);
2. f(1a) =1p;
3. Vz,y€ A, flz xy) = f(z).f(y).

Un morphisme d’anneaux est ainsi une fonction qui est compatible avec les opérations d’addition (+ et A), avec
les opérations de multiplication (X et .), et telle que f(1) = 1.

EXEMPLE 92 —

1. Soit (A, +, xX) un anneau. La fonction identité Id : A — A est un morphisme d’anneauz.

2. Si B est un sous-anneau de (A, +, X), alors Uinjection i : x € B+ x € A est un morphisme d’anneau.

Ainsi, v € R— x € C est un morphisme d’anneauz.

3. Soient E un ensemble et xg € E. La fonction

F(E,R) - R
g = g(zo)

Pag

est un morphisme d’anneaux (Pourquoi ?).
On lappelle morphisme d’évaluation en xg.

4. La conjugaison compleze z € C — Z € C est un morphisme d’anneaux.

5. Soit n € N*. La fonction
Z — Z/nZ

r = oz

est un morphisme d’anneaux.
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6. Soit I un intervalle de R. La fonction

D: CY(I) — CoI)
= f

n’est pas un morphisme d’anneauz (Pourquoi ?).

DEFINITION 93
Soient (4, +, x), (B,4,.) deux anneaux, er ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. On dit que :

e ¢ est un endomorphisme d’anneaux si (B, A,.) = (4, +, X);
e  est un isomorphisme d’anneaux si ¢ est bijective;
e ¢ est un automorphisme d’anneaux si ¢ est un endomorphisme bijectif.

On dit que les anneaux A et B sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’anneaux entre A et B.

EXEMPLE 94 —

1. Dans #,(C), Vect(l,) = I,.C est un sous-anneau isomorphe a C.
2. Dans M,,(K), l'ensemble des matrices diagonales est un sous-anneau, isomorphe a l'anneau K™.
0 -1

3. Dans #>(R), pour A = (1 0

flzly +yA) =z +iy.)
4. Dans K[X], Vect(1l) = 1.K est un sous-anneau isomorphe a K.

), Vect(Iz, A) est un sous-anneau qui est isomorphe & l’anneau C. (Prendre

5. L’anneau Q[i] n'est pas isomorphe comme anneau a Q2.

EXEMPLE 95 —

Il n'existe aucun morphisme d’anneau de Q vers Z. (Indication : Supposer que f existe et regarder f(%))
1l nexiste aucun morphisme d’anneau de R vers Q. (Indication : Supposer que f existe et regarder f(\/ﬁ))
Il nexiste aucun morphisme d’anneauw de C vers R. (Pourquoi ?)

1l existe un seul morphisme d’anneau de Z vers Z. (Pourquoi ?)

Il existe un seul morphisme d’anneau de Q vers Q. (Pourquoi ?)

Il exziste une infinité de morphismes d’anneauz de K[X] vers K[X]. (Lesquels ?)

1l existe un morphisme d’anneaux de Z/nZ vers Z/mZ si et seulement si n | m. (Pourquoi ?)

Les anneaux Z/37 x 7]27. et 7./6Z sont isomorphes. (Le démontrer.)

Les anneaux Z/AZ et Z)27 x Z]2Z ne sont pas isomorphes. (Le démontrer.)

© % NS S v~

REMARQUE 96 — La relation "ARB si A et B sont des anneaux isomorphes” est une relation d’équivalence sur
la classe de tous les anneauz.

Quand on étudie la structure d’un anneau, ce qui nous intéresse est le comportement entre les éléments. Deux
anneaur isomorphes vont avoir exactement la méme structure, ce qui fait que 'on étudie souvent les anneaux "a
isomorphisme pres”.

Ainsi, étre capable de classer les anneaux pour cete relation d’équivalence, de dire si A est isomorphe a B ou
non, est une chose trés importante en théorie des anneauz.

Pouvoir reconnaitre dans un anneau A des sous-anneauz dont on connait toute la structure (par exemple des
sous-anneauz de M, (K) isomorphes a un K%, a #,(K),...) est quelque chose de trés important.

e Ftudier les anneauz a isomorphisme pres est similaire au fait d’étudier les espaces vectoriels a isomorphisme
(d’e.v.) prés.

Un K-e.v. de dimension n se comporte exactement comme K™ (il est isomorphe a K" avec le choix d’une base),
ce qui permet de simplifier grandement [’étude de tous ces e.v., et aussi de simplifier [’étude des applications
linéaires sur ces e.v.).

ProrosiTION 97
Soient A, B, C' des anneaux.

e Pour ¢1 : A = B, 92 : B — C des morphismes d’anneaux, alors ¢z 0 1 : A — C est un morphisme
d’anneaux.

1

e Pour ¢ : A — B un isomorphisme d’anneaux, ¢~ - : B — A est un isomorphisme d’anneaux.

e L’ensemble M A(A) des endomorphismes d’anneaux sur A, muni des opérations + et o.
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3.8. MORPHISMES D’ANNEAUX, ISOMORPHISMES

e L’ensemble M A(A)* des éléments inversibles de M A(A) est exactement ’ensemble des isomorphismes
d’anneaux sur A. C’est un groupe pour o.

Preuve — Il faut vérifier que les fonctions satisfont bien les axiomes d’un morphisme d’anneaux. Les raisonnements sont similaires a
ceux pour la composée/l'inverse de morphismes de groupes.

Pour le point 3), il faut vérifier que cet ensemble est un sous-anneau de Fonct(A). En effet, la somme de morphismes d’anneaux est
un anneaux. Pour la composée, cela vient du point 1). Enfin, I’élément neutre Id4 est est bien dans M A(A).

Pour le point 4), on vérifie facilement avec 2) qu’un morphisme d’anneau est bijectif si et seulement si il est inversible dans M A(A).

Ensuite, il faut vérifier que cet ensemble est un sous-groupe de Bij(A). Cette vérification découle de 2) et de 1). O

Si les opérations sur des anneaux A et B sont sans ambiguité, on notera parfois “toutes les additions” = + y et
“toutes les multiplications” x X y ou x.y ou xy.

ProPOSITION 98
Soient (4, +, x), (B,A4,.) deux anneaux et ¢ : A — B un morphisme d’anneaux.

1. Si A" est un sous-anneau de A, alors ¢(A’) est un sous-anneau de B.
2. Si B’ est un sous-anneau de B, alors ¢~ (B’) est un sous-anneau de A.

De plus, si A’ (ou B’) est commutatif, alors p(A’) (ou p~1(B’)) l'est aussi.

Preuve — Il faut vérifier que p(A’) et ¢~ 1(B’) satisfont les conditions pour étre des sous-anneaux. O

REMARQUE 99 — Le noyau d’un morphisme d’anneauz, Ker(p) := ¢~ *({0g}), n’est pas un anneau (Pourquoi ?).

EXEMPLE 100 — La fonction ¢ : a+ib € C +— (a _ab € M>(R) est un morphisme d’anneaux, qui est injectif.

b

Ainsi, Mo(R) contient un sous-anneauw commutatif qui est isomorphe (comme anneau) ¢ C.

ProrosiTioN 101
Soient A, B des anneaux et ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. Alors on a :

1. p(04) =0p;
2. p(na) =np(a),Va € A, ¥Yn € Z;
3. p(a™) = p(a)”,Va € A, ¥n € N.

Preuve — Ces résultats s’obtiennent tres bien avec les propriétés d’un morphisme d’anneau, voire avec une récurrence. (A vérifier .)

O

ProposiTioN 102
Soient (4, +, x), (B,4,.) deux anneaux commutatifs et ¢ : A — B un morphisme d’anneaux.

1. Soit I un idéal de A. Alors ¢(I) est un idéal de p(A).
2. En particulier, pour S C A on a f((S)) = (f(9)).

3. Soit J un idéal de B. Alors ¢ ~1(J) est un idéal de A.
4. En particulier, Ker(p) est un idéal de A.

Preuve —

1. On sait que p(A) est un sous-anneau de B et que (¢(I),+) est un sous-groupe abélien. Soient y € p(I) et y' € p(A). Il existe
z € I,x' € A tels que p(z) =y et p(z’) =y
On a yy' = p(z)p(z’) = p(xzz’). Comme I est un idéal, on a zz’ € I, donc p(zz’) € p(I). Donc (I) est un idéal.

2. La vérification est assez facile par double-inclusion.
On utilise le fait que, pour ai,...,an € A et s1,...,8, € S, 0on a

n

FQ aisi) = flai)f(si),
=1

1=1
car f est un morphisme d’anneaux.

3. De méme, on sait que (¢~ (J), +) est un sous-groupe abélien. Soient 2 € p~1(J) et 2’ € A. Comme J est un idéal et ¢(z) € J,
on a p(zx’) = p(z)p(x’) € J. Ce qui implique que zz’ € p~1(J).

4. Immédiat. (Pourquoi? )
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3.9. THEOREME D’ISOMORPHISME CHINOIS

EXEMPLE 103 —

e PourncNetg,:acZ acZ/nZ, on aKer(p,)=nZ.
On retrouve le fait que nZ est un idéal de Z.
D’un autre coté, pour B un anneau commutatif et pour ¢ : Z — B un morphisme d’anneauz, on a
Ker(yp) = mZ pour un m € N, car ces idéaux sont les seuls idéaux de Z. (Z est un anneau principal)

e Soit B un anneau quelconque et pour ¢ : R — B un morphisme d’anneaux.
Comme p(R) est un sous-anneau commutatif de B, la restriction ¢ : R — o(R) est un morphisme entre
anneaux commutatifs.
Donce, Ker(p) est un idéal de R. Les idéaux de R sont {0} et R.
Comme ¢(1) =15 # 0p, on a donc Ker(p) = {0}, donc un tel morphisme est toujours injectif.

Maintenant que nous avons défini les morphismes d’anneaux et les isomorphismes d’anneaux, nous pouvons revenir
une derniére fois sur les ensembles Z/nZ. Nous allons généraliser les théorémes des restes et d’isomorphisme
chinois vus pour les groupes Z/nZ aux anneaux Z/nZ.

3.9 THEOREME D’ISOMORPHISME CHINOIS

THEOREME 104 (Théoréme d’isomorphisme chinois)
Soit r > 2. Soient myq, ..., mo € N* premiers entre eux deux & deux.

Soit ¢ : (Z/(my ... my)Z) = (Z)mZ) x ... x (Z/m,Z) définie par (&™) = (@, @),

Alors, ¢ est un isomorphisme d’anneaux.
Pour tout 1 <7 < r, soient u;m; + v;Ilj2;m; = 1 des relations de Bézout pour m; et II;;m;. On a alors :

—(my...m;)

—(m1) —(mz)

T
o ar ..., a ):Zaivinj;éimj~
i—1

Ainsi, les deux anneaux suivants sont isomorphes :

(Z)(my...mp)Z,+, X) = ((Z/miZ) X ... x (Z/m,Z),+, X).

Preuve — On sait d’apres la section "Groupe Z/nZ” que la fonction ¢ est bijective, que ¢ est un morphisme de groupes, et on
connait P’expression de ¢~1.

Il faut donc vérifier que ¢ est un morphisme d’anneaux, et la preuve sera terminée.

Soient a,b € Z.

Par définition de la multiplication sur un produit d’anneaux, on a

- - —(m1) —(my) - —(m1) - —(my) —(m1) —(ms)
@ @Y e ) =AY % b T e % 8 Y= ab ..., ab
On vient donc de montrer que
—(m1...my) —(my..my) —(m1...my)
( )xe( b )=e( ab
Cela termine la preuve. O
EXERCICE 8 — 1. Soient m,n € N* premiers entre eur. Montrer que l'on a p(nm) = @(n)e(m). (Indication :

On pourra utiliser le théoréme d’isomorphisme chinois, et chercher une bijection entre deux ensembles.)

2. Soitn > 2. Soit n = p{*...p% la décomposition en facteurs premiers de n. Exprimer ¢(n) en fonction
des p; et des .

3. Calculer ©(10),0(60), ©(100), ©(105).

REMARQUE 105 — Le théoréme d’isomorphisme chinois (pour les anneauz) permet d’étudier tous les anneaux
Z/nZ simplement en étudiant tous les anneaux Z/p*Z, avec p premier.

REMARQUE 106 — Ce théoréme aussi d’étudier le groupe des inversibles de Z/nZ, qui est isomorphe a un
produit direct de groupes de la forme (Z/p*Z)*, pour p premier. On a ainsi des résultats sur les anneaux qui
permettent d’étudier certains groupes paticuliers. Par exemple, si n n’est pas de la forme p®, 2p® ou 4p® avec p
premier impair, alors le groupe (Z/nZ)* n’est pas cyclique. (Résultat étudié en TD, cela utilise des propriétés
élémentaires des groupes cycliques)
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3.9. THEOREME D’ISOMORPHISME CHINOIS

REMARQUE 107 — Ce théoréme permet de caractériser les produits d’anneauz II_ Z/n;Z. On peut alors les
distinguer, a isomorphisme d’anneau pres.

Par exemple, 7./67 x 7./257 est isomorphe a 7./27, x 7|37 x 7./5*Z, qui est isomorphe & Z/1507Z.

Par contre, Z/10Z x ZJ15Z est isomorphe a Z/27 x 7|37 x (Z/5Z)?, qui est isomorphe a Z/30Z x Z/5Z. Ces
deux anneaux le méme cardinal, mais ’équation bx = 0 posséde b solutions dans le premier anneau, et 25
solutions dans le second. Ils ne sont donc pas isomorphes.

1l existe toute une théorie pour classer les produits d’anneauzr Z/nZ, et celle-ci est basée sur le théoréme
d’isomorphisme chinois ainsi que sur les propriétés des isomorphismes d’anneau.
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Chapitre 4 Structure algébrique : Espaces Vectoriels

DEFINITION 1
Soit K un corps. Soit £ un ensemble.
On dit que F est un K-espace vectoriel s’il possede deux lois +: E X E — F et . : K x E — E vérifiant :

1. (E,+) est un groupe commutatif;
2. Pour tous z,y € E et pour tous A\, u € K
(a) AN+ p)z=Az+px;
(b) A(z+y) = Az + Ay;
(¢) M) = ()
(d) 1L ==.

Les éléments de E sont appelés vecteurs, et les éléments de K sont appelés des scalaires.

Les K-espaces vectoriels ont été étudiés en Géométrie 1. Tous les résultats, les méthodes, les outils importants
des espaces vectoriels ont été traités dans ce cours.

REMARQUE 2 — 1. Pour (E,+,.) un K-ev, (E,+) est un groupe commutatif.
2. Chez les espaces vectoriels, les notions importantes sont celles de dimension, de familles libres/génératrices/bases.

3. Chez les espaces vectoriels, les morphismes d’e.v. sont les applications linéaires.
Un morphisme d’ev est en particulier un morphisme de groupes (pour la loi additive + ).

4. Un K-e.v. de dimension n est isomorphe a le.v. K™. (L’isomorphisme se construit avec le choix d’une

base.)

5. On étudie beaucoup les morphismes d’e.v. en dimension finie afin de caractériser leur comportement sur
tout l’e.v.

6. L’ensemble des applications linéaires de K™ vers K™ est un K-ev isomorphe & My, »n(K).

7. L’ensemble des endomorphismes sur K™ est un K-ev et un anneau, qui est isomorphe (comme K-ev et
comme anneau) & My, (K).
On ramene ainsi l’étude des endomorphismes avec les opérations +,.,0 a l’étude des matrices, pour les
opérations +, ., X.
Cet ensemble est ce que l'on appelle une K-algeébre. Nous [’étudierons par la suite.

REMARQUE 3 — Pour un K-e.v. E de dimension finie (par exemple R™), on peut chercher & étudier les sous-
groupes de (E,+).
Cela donne entre autres la théorie des réseaux (étude de certains sous-groupes de R™ les uns par rapport auz autres).

EXEMPLE 4 (Sous-groupes de K™) — Soient K un corps et n > 1. Soit (e1,...,e,) une base de K. Soient
Gy,...,G, des sous-groupes de K.
Alors, G = e1G1 + ...+ e,Gp, = {>_1_, gi€i, 9; € G;} est un sous-groupe de (K™, +).
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Chapitre 5 Structure algébrique : Corps

5.1 DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

DEFINITION 1
Soit (K, +, X) un anneau.
On dit que 'anneau K est un corps s’il est commutatif et si tout élément non nul est inversible pour x.

REMARQUE 2 —

o Si (K,+, %) est un corps, alors K* =K*:= K\ {0}.

o Ainsi, (K*, x) est un groupe abélien.

ExeEMPLE 3 — R,C, et Q sont des corps pour les lois + et x habituelles.
Q[v2] et Qli] sont aussi des corps.

ProrosiTION 4
Soit K un corps.
Alors K est un anneau integre.

Preuve — Tout élément non nul est inversible, donc ce n’est pas un diviseur de 0. O

PROPOSITION 5
Soit K un corps.
Alors K est un anneau principal. Ses seuls idéaux sont {0} et K.

Preuve — On sait que K est commutatif et intégre.
Comme tous les éléments non-nuls de K sont inversibles, on en déduit que les seuls idéaux de K sont {0} et K.

Donc, K est bien un anneau principal. O

REMARQUE 6 —

e La réciproque est fausse : Z est un anneau intégre mais ce n’est pas um corps.

e Un anneau commutatif A est un corps si et seulement si ses idéauz sont exactement {0} et A, les idéaux
triviaux. (Le vérifier.)

e Un corps est donc un cas tres particulier d’anneau commutatif, intégre, principal. Ces particularités
peuvent étre utilisées pour construire des structures trés utiles (K-espaces vectoriels, matrices, polynomes,
K-algébres,. . .).

Un corps est un anneau, mais il est tellement important qu’on lui consacre un chapitre a part entiére.

Dans le cas des anneaux finis, il est facile de caractériser les corps.

ProrosITION 7
Soit K un anneau commutatif, integre, et fini.
Alors K est un corps.

Preuve — Soit a € K non-nul. Comme K est intégre, la fonction ¢4 : a € K+ ab € K, b+ ab est injective.

Comme K est fini, la fonction ¢4 est alors bijective. Ainsi, il existe b € K tel que ab = 1.

Comme K est commutatif, on a ba = ab = 1k, donc a est inversible, ce qui conclut. De méme, v, : ¢ — ca est injective, donc bijective
et il existe ¢ tel que ca =14.

On multiplie par b & droite, et on obtient b = ¢, donc a est bien inversible.

THEOREME 8 (Théoreme de Wedderburn (1905))
Soit A un anneau integre fini.
Alors A est un corps.
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5.2. SOUS-CORPS

Preuve — Méme sans ’hypothése de commutativité, on peut démontrer que pour tout a € A non-nul a est inversible a ’aide des
idées de la preuve précédente.

Cependant, un corps doit étre commutatif pour sa loi de multiplication.
La fin de la démonstration de ce théoréme (prouver qu’un tel anneau A est commutatif) nécessite des outils supplémentaires, que
nous n’avons pas. Des preuves plus élémentaires existent, mais celles-ci sont plutot longues et ne sont pas intéressantes pour ce cours.

Ce théoreme est surtout présenté pour montrer ce qu’il se passe chez les anneaux finis. O

EXEMPLE 9 — Pour p est nombre premier, (Z/pZ,+, X) est un corps.
En effet, c¢’est un anneau commutatif, intégre, et fini.

Ainsi, la liste des corps usuels en mathématiques est : Q,R,C, Z/pZ pour p premier.
On peut construire beaucoup d’autres corps de plusieurs fagons différentes (corps des fractions, extensions de
corps), mais les corps les plus courants sont ceux-la.

5.2  SOUS-CORPS

DEFINITION 10
Soit (K, +, X) un corps. Soit L une sous-partie de K.
On dit que L est un sous-corps de K si :

e [ est un sous-anneau de K;

e (L,+, x) est un corps.

Autrement dit, L est un sous-corps de K si c’est un sous-anneau de K et si pour tout € L non-nul on a z=! € L.

ProrosiTion 11
Soit (K, +, X) un corps. Soit L une sous-partie de K.
Alors L est un sous-corps de K si et seulement si :

e0eLetlel;
e Pour tousx,ye L,x —y € L;
e Pour tous z,y € L, zy~* € L.

EXEMPLE 12 — Pour n € N*, Q[v/n] = {a + by/n, a,b € Q} est un sous-corps de R.
R et C possedent ainsi une infinité de sous-corps.

Par contre, Q ne posséde qu’un seul sous-corps : lui-méme.

En effet un sous-corps L de Q contient 1. En tant que sous-anneau il contient donc tous les n.1 = n, pour n € Z.
En tant que sous-corps il contient donc tous les % pour m non-nul. Donc L contient tous les -, m # 0, d’ou
L=0Q.

REMARQUE 13 — On peut encore montrer qu’une intersection quelconque de sous-corps est un sous-corps et
donc parler de sous-corps engendré par une partie d’un corps, mais étudier de facon intéressante ces objets
demande des outils plus poussés d’algébre.

Par contre, un produit de corps ne donne pas un corps car ce n’est pas un anneau intégre.

Les corps usuels R,C,Q, Z/pZ sont des objets relativement élémentaires mais dont les propriétés permettent de
construire beaucoup de nouveaux objets et outils (matrices, polynomes, analyse réelle, analyse compleze,...)

EXEMPLE 14 (Construction d’un corps & 4 éléments via ses lois) — Soit G = {0,1, o, 8} un ensemble.

On veut déterminer une loi + et une loi x telles que (G,+, xX) soit un corps d’élément neutre O et 1 pour
respectivement l’addition et la multiplication.

On commence par la multiplication : af ne peut étre égal a 0 car un corps est intégre, ni ¢ a car sinon 8 =1, ni
a 3 car sinon a = 1. Ainsi a® n’est pas égal ¢ 0, 1 et clairement o # o. On en déduit que a® = 3. De méme,

B? = .
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5.3. LE CORPS DES REELS R

On en déduit le tableau

o] 1]als
0jj0]0]0|O
11101 |a|p
all0lal|lp]1l
B0l B]1|«

On détermine maintenant la loi + : si a+1=0, alors Bla+1)=af+8=5+1=0, et ainsi « = 8, ce qui est
exclu. On en déduit que o +1 = B et de méme S+ 1 = a.

+a=a+p
af =1

d’ot 14+ 1=0. Ce qui donne le tableau

De plus, a(a+1) = Donca+ p=1=2a+1 et aussi 2a = 0. de méme 25 =0 =2a + 2,

+]olti]e|B
01|01 ]|a|p
11|08«
alla|pB|0|1
BB |lall]0

1l reste a vérifier que les lois sont bien associatives et distributives, ce que nous laissons en exercice.

REMARQUE 15 (Culture générale sur les corps finis) —

Awvec la théorie des corps, on peut montrer qu’un corps fini posséde forcément p" éléments avec p premier et
r e N*.

De plus, on peut construire explicitement un corps a p” éléments pour chaque nombre premier p et pour tout
entier r > 1. Ces corps sont appelés corps finis.

Les corps Z/pZ sont les corps finis a p éléments.

De méme, la théorie des corps montre que les corps finis sont uniques a isomorphisme d’anneau pres.

5.3 LE CORPS DES REELS R

Rappelons quelques propriétés du corps des réels R.

THEOREME 16
Il existe un unique ensemble noté R, contenant Q, muni de deux lois + et x et d’une relation d’ordre totale <
tels que :

1. (R,+, x) est un corps;
2. < prolonge 'ordre sur Q défini par :
/ /
VE,B, cQ < g’ — pq <pq.
q q q
3. Va,b,ceR,a<b=a+c<b+c. Sic>0,alors ac < bec.

4. Toute partie non vide majorée posseéde une borne supérieure (Propriété de la borne supérieure).

REMARQUE 17 — L’aziome 4 est fondamental.
1. 1l n'est pas vérifié sur Q (penser a [0;1/2] N Q).

2. C’est aussi l'axiome qui permet de prouver que toute suite réelle croissante magjorée est convergente et
converge vers sa borne supérieure.

3. On a aussi par symétrie que toute partie minorée non vide admet une borne inférieure.

5.4 CORPS ET MORPHISMES D’ANNEAUX, CARACTERISTIQUE D’UN CORPS

Regardons comment les corps se comportent vis-a-vis des morphismes d’anneaux.
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5.4. CORPS ET MORPHISMES D’ANNEAUX, CARACTERISTIQUE D’UN CORPS

PROPOSITION 18
Soient A un anneau et K un corps. Soit f : K — A un morphisme d’anneaux.
Alors f est injectif.

Preuve — On a vu dans le cours que Ker(f) est un idéal, car Ker(f) = f~1({0}).
Les seuls idéaux de K sont {0} et K. Comme on doit avoir f(1) =1, on a ainsi Ker(f) = {0}. 0

ProproOsITION 19
Soient A un anneau et K un corps. Soit g : A — K un morphisme d’anneaux.
Alors l'idéal Ker(g) est premier : Pour tout « € Ker(g) avec x = yz, on a alors y € Ker(g) ou z € Ker(g).

Preuve — Si z = yz on a alors 0 = g(z) = g(yz) = g(y)g(2).

Mais comme K est un corps, K est un anneau intégre, donc on a forcément g(y) = 0 ou g(z) =0, d’ou y € Ker(g) ou z € Ker(g). O

COROLLAIRE 20

Soient K, L deux corps et f : K — L un morphisme de corps.

Alors, f est injectif.

De plus, K est isomorphe & f(K), donc le corps K s’identifie & un sous-corps de L.

PROPOSITION-DEFINITION 21

Soit K un corps. Soit f:n € Z+— n.lg € K.

Alors f est un morphisme d’anneaux.

On a Ker(f) = {0} ou Ker(f) = pZ pour un nombre premier p.

On définit ainsi la caractéristique du corps K comme 'entier m tel que Ker(f) = mZ.

Preuve — On a déja montré que cette fonction est un morphisme d’anneaux.

On sait que Ker(f) est un idéal de Z, donc Ker(f) = mZ pour un certain m > 0.

Si Ker(f) = {0}, c’est bon. Sinon, on suppose que m > 1.

On ne peut pas avoir m = 1 car Ker(f) # Z, donc on a m > 2. D’apres la proposition précédente, I'idéal Ker(f) est premier.

On montre alors que l'entier m est premier.

En effet, pour m = ab on a a X b € mZ = Ker(f). D’aprés la proposition précédente on a donc a € mZ ou b € mZ, c’est-a-dire m | a
oum | b. On a donc |a| = m ou |b] = m. Ainsi, les seuls diviseurs positifs de m sont m et 1, donc m est bien un nombre premier.

Cela termina la preuve. O

EXEMPLE 22 —

e Les corps Q,R,C,Q[i],Q[v/2] sont des corps de caractéristique O (caractéristique nulle).
Dans un corps de caractéristique nulle, on peut aujouter autant de fois un nombre x a lui-méme, le résultat
ne sera jamais nul. (six #0 etn>1, alorsx+...+x=n.ao #0.)

o Le corps Z/pZ est un corps de caractéristique p.

REMARQUE 23 —

e Fn caractéristique nulle, on peut multiplier ou diviser une quantité par n’importe quel nombre entier n non-nul
sans aucun probléme.

e Dans un corps de caractéristique p, si on ajoute un nombre x p fois, on obtient 0 : x+...+x (p fois) = p.x = 0.
Donc "multiplier par p” revient a multiplier par Q.

e De méme, le nombre p = p.1g est nul. On ne peut donc pas “diviser par p” dans un corps de caractéristique p.
Cette différence de comportement entre ces corps est trés importante lorsque l’on veut les étudier plus profondément.
o Par exemple, en caractéristique nulle le polynéme X2 — X — 2 est a racines simples, tandis qu’en caractéristique
3 il posséde une racine double (X? — X —2= (X +1)(X —2) = (X +1)?)

Le polynéme P(X) = X7 — 7X + 2 est premier avec son polynéme dérivé, sauf en caractéristique 7 ou on a
P(X)=7X%-7=0.

0 5
e Quand on travaille avec des objets sur un corps K quelconque, et que l’on a des multiples du nombre 1k, il
y aura au moins une caractéristique p pour laquelle l'un de ces multiples sera nul, et il faudra éventuellement
traiter ce cas a part.

) 2 ) . L
e La matrice ( 3> est inversible, sauf en caractéristique 2 ou 5.
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5.5 CORPS DES FRACTIONS D’UN ANNEAU COMMUTATIF INTEGRE

Soit A un anneau intégre et commutatif.

Dans A, parmi les éléments a non-nuls on a des éléments inversibles, qui possédent un inverse a~! (c’est-a-dire

comme %), et des éléments non-inversibles, pour lesquels la notion d’inverse n’a pas de sens.

Dans I'anneau Z, les seuls éléments inversibles sont 1 et —1. Pour les autres entiers n, la notion d’inverse

pas de sens dans Z.

1

= n’a
n

Pourtant, on connait ’ensemble des rationnels Q, anneau lui aussi, dans lequel tout entier naturel n possede un
inverse % Si 'on regarde Z comme sous-anneau du corps Q, alors la notion d’inverse d’un entier naturel n a

toujours un sens (mais un sens dans Q).
Le corps des fractions est une construction qui généralise ce contexte.

PROPOSITION-DEFINITION 24
Soit A un anneau commutatif et integre.
Sur ’ensemble A x A*, on définit la relation suivante :

(a,b)R(c,d) si ad = be.

1. La relation R est une relation d’équivalence sur A x A*.
On note % la classe d’équivalence de I’élément (a, b).

2. On a alors § = § si et seulement si ad = be.

On note Frac(A) ’ensemble des classes d’équivalences de la relation R.
Cet ensemble est appelé corps des fractions de 'anneau A.

Preuve —

1. On vérifie facilement que R est une relation d’équivalence (réflexive, symétrique, transitive).

PROPOSITION-DEFINITION 25
Soit A un anneau commutatif et integre.
On pose sur Frac(A) les opérations :

a ¢ ac
b 4T b
a ¢ ad+cb
b d bd

1. Les opérations + et x sont bien définies sur Frac(A). Elles ne dépendent pas des représentants (a, b) et

(¢,d) choisis pour les classes d’équivalence.

2. L’ensemble (Frac(A),+, x) est un anneau commutatif. Son élément nul est 2 et son élément unitaire est 1.

3. L’anneau (Frac(A),+, x) est un corps.

Pour tout élément % € Frac(A) non-nul, cet élément est inversible, d’inverse ($)~1 = 2.
4. L’anneau A est isomorphe au sous-anneau {{, a € A} de Frac(A).
On peut ainsi identifier A & un sous-anneau du corps Frac(A).
Preuve —
’ ’
1. Pour montrer que ces opérations sont bien définies, il faut montrer que si ¢ = % et si 5 = %, on

ad+cb _ a'd +c'b
bd N ') / ) / ! / / ! s
Comme on a ab’ = a’b et cd’ = ¢'d, avec b,b’,d,d" # 0, la preuve est facile.

2. 11 faut montrer que (Frac(A),+, x) vérifie tous les axiomes d’un anneau. Cela est assez facile.
De méme, il est facile de montrer que Frac(A) est un anneau commutatif.

3. Dans Frac(A),ona ¢ = % si et seument si a = 0.

Ainsi, si % #* %, on a a # 0, donc g est bien défini, et on a
ab ba 1
ba ba 1
Cela montre que Frac(A) est un corps.
4. On pose f:a+~ 7.
On vérifie alors que f est un morphisme d’anneaux (f(a + b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b), f(1) = %)
De plus, on remarque que f es injectif : Ker(f) = {0}.
Donc, ’anneau A est isomorphe & f(A), sous-anneau de Frac(A).
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5.5. CORPS DES FRACTIONS D’'UN ANNEAU COMMUTATIF INTEGRE

PROPOSITION 26

Soit A un anneau commutatif et integre.

e Alors il existe un corps K tel que A C K.

e Tout anneau commutatif et integre peut étre vu comme le sous-anneau d’un certain corps.

e Dans le corps K, le sous-corps engendré par A est isomorphe & Frac(A), le corps des fractions de A.

Preuve — o On prend K = Frac(A) pour l'existence d’un corps contenant A.
e Pour K un corps contenant A, on montre que le sous-corps engendré par A est exactement l’ensemble L = {ab’l, a€ Abe A*}.

On peut alors définir une fonction f : L — Frac(A) avec f(ab™1) = 5

On montre que la fonction f est bien définie en montrant que si ab—! = cd—1, alors T =g

On montre alors facilement que f est un morphisme d’anneaux, qui est surjectif, et qui est injectif (Ker(f) = {0}).

Ainsi, ces deux corps sont isomorphes. O

EXEMPLE 27 —

o Q est le corps des fractions de Z : Frac(Z) = Q.
o L’anneau des fractions rationnelles sur K est le corps des fractions de K[X].
o Le corps des fractions de Z[i] = {a + ib, a,b € Z} est Q[i].
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Chapitre 6 Structure algébrique : Algebres

Nous abordons la derniére structure algébrique du chapitre. Apres avoir vu groupes, anneaux, corps, et espaces
vectoriels, regardons des ensembles qui possedent a la fois une structure d’anneau et a la fois une structure de
K-espace vectoriel.

6.1 STRUCTURE DE K-ALGEBRE, SOUS-ALGEBRES

DEFINITION 1
Soit K un corps.
Une K-algebre est un quadruplet (4, +, x,.) tel que

1. (A,+, x) est un anneau.
2. (A,+,.) est un espace vectoriel.
3. VAeK, Ve,y € A, (A\a)y = A(zy) = z(\y).

De plus, si la loi x est commutative, on dit que I’algebre est commutative.

Donnons maintenant les exemples fondamentaux qui motivent I'étude des K-algebres.

EXEMPLE 2 — Soit K un corps.
1. L’ensemble (K[X],+, x,.) (polynomes a coefficients dans K) est une K-algébre commutative.

2. L’ensemble (M, (K),+, X,.) (matrices carrées) est une K-algébre.
Elle est non commutative si n > 2.
De méme (L(E),4+,0,.) (endomorphismes sur E) est une K-algébre.

(F(X,K), 4+, X,.) (fonctions de X dans K) est une K-algébre.
C est une R-algebre et une Q-algébre.

R est une Q-algébre.

Q[V2] est une Q-algebre.

S S o

DEFINITION 3

Soit (4, +, x,.) une K-algebre.

Une sous-algebre B est une partie B C A telle que
1. (B, 4+, x) est un sous-anneau de (A, +, X);

2. (B,+,.) est un sous-espace vectoriel de (4, +,.).

ProposiTION 4
Si B est une sous-algebre de (A, +, X, .), alors (B, +, X, .) est une algebre.

Preuve — Par définition, il suffit de vérifier VA € K, Vz,y € B, (A.x)y = A.(zy) = z(A.y), ce qui est vérifié sur A donc sur B.

REMARQUE 5 — Le produit d’algebres est une algébre.

Une intersection de sous-algébres est une algéebre.

On peut définir la sous-algebre engendrée par une partie S, et étudier ses différentes expressions.

Le plus souvent, pour montrer qu’un ensemble A est une algébre, on montrera que c’est une sous-algébre d’une
algébre connue. (polynémes, matrices, fonctions, ...)

PROPOSITION-DEFINITION 6

Soient K un corps, A une K-algebre, et a € A.

On définit K[a] := Vect(a®, k > 0).

L’ensemble K[a] est une sous-algebre de A, qui est commutative.
C’est la sous-algebre engendrée par a.
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6.2. MORPHISMES DE K-ALGEBRES

Preuve — On vérifie que K[a] est stable par addition, multiplication par un scalaire, par multiplication, et que I’ensemble contient
4.
Tous les éléments de K[a] s’écrivent comme des polynomes en a, ce qui permet de montrer facilement qu’ils commutent. |

6.2 MORPHISMES DE K-ALGEBRES

Comme pour les autres objets, une fois leurs propriétés établies, on s’intéresse aux fonctions qui préservent la
structure choisie.

DEFINITION 7

Soit (A4, +, x,.) et (B, 4+, X,.) deux K-algebres.

Un morphisme d’algébres ¢ : A — B est une application vérifiant
1. (p(lA) = 1B 3
2. Va,y € A, o(zy) = p(x)e(y)
3. Vo,y € A, VA p € K, oAz + py) = Ap(z) + peo(y).

EXEMPLE 8 — e La conjugaison complere z — Z est un morphisme de R-algebres.

e SurK[X], f: P— PoQ est un morphisme de K-algébres.
Sur M, (K), pour M inversible, f : A~ M~YAM est un morphisme de K-algébres.
Poura €K, f: P eK[X]+— P(a) € K est un morphisme de K-algébres.

Pour x € E et A une K-algébre, ¢ : g € F(E, A) — g(x) € A est un morphisme de K-algébres.
On Uappelle le morphisme d’évaluation en x.

Pour B une base de K™, la fonction f € L(K™) — Matp(f) € #,(K) est un morphisme de K-algébres.
Sur Q[v2], f:a+2b+s a—/2b est un morphisme de K-algebres.

f:PeK[X]— (z— P(z)) € F(K,K) est un morphisme de K-algébres.
1l est injectif si K est infini, et surjectif si K est fini. (Le vérifier.)

PROPOSITION 9

Soient K un corps, A, B des K-algebres, et f: A — B un morphisme de K-algebres.
Soient a € A et P(X) =a, X" + ...+ ag € K[X].

e Alors, on a f(P(a)) = P(f(a)).

e Si P(a) =0 alors on a P(f(a)) =0.

Preuve — On a
n n

F(P) = (3 awa®) =Y flawd®) Y anf(a®) =Y anf(a)*) = P(f(a)).
k=0 k=0 k=0 k=0
Le second point découle du premier. O

REMARQUE 10 —

e (e résultat permet de déterminer lexistence ou non de morphismes de K-algébres entre deux algébres A et B.
e Par exemple, dans la R-algébre C, on a i qui est racine de X% + 1.

Ainsi, un morphisme de R-algébres sur C doit envoyer 1 sur 1 et i sur +i. On a ainsi deux choix possibles de
morphismes (Idc et z — Z).

e La K-algébre K[X] est engendrée par l’élément X en tant que K-algébre. (tous les polynémes sont des
combinaisons linéaires de puissances de X ) Ainsi, un morphisme d’algebres f : K[X] — B est entiérement
déterminé par le choiz de f(X).

Cela permet de montrer qu’un morphisme d’algébres f : K[X] — K[X] est forcément de la forme P +— Po Q.

(Prendre Q = f(X).)

PROPOSITION-DEFINITION 11 (Algebre quotient)

Soit K un corps. Soit P € K[X] un polynéme non nul de degré n > 1.

e On définit la relation de congruence modulo P, A = Bmod (P), par A — B € PK[X].

Alors, cette relation est une relation d’équivalence sur K[X].

e Les classes d’équivalence pour cette relation sont les A = A + PK[X].

On peut remarquer que chaque classe d’équivalence contient un unique polynéme R de degré strictement inférieur
a n. C’est le reste de la division euclidienne de A par P.
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6.2. MORPHISMES DE K-ALGEBRES

On note E l’ensemble des classes d’équivalence pour cette relation de congruence.
e On définit alors trois opérations sur E (deux opérations internes, une opération externe) ;

A+B=A+DB, AxB=ABet \.A=)\A.

Alors, ces opérations sont bien définies, et (E,+, x,.) est une K-algebre.

On 'appelle I’algebre quotient de K[X] par I'idéal PK[X].

e La fonction ¢ : A € K[X]— A € E, est un morphisme de K-algebres, et son noyau est ker p = PK[X].
e En tant qu’espace vectoriel, £ est un K-ev de dimension n, dont une base est (1,---, Xn"1).

e Dans la K-algebre E, I’élément X est annulé par le polynéme P : On a P(X) = P(X) = 0.

EXEMPLE 12 — e On prend K =R et P(X) = X? + 1. Décrire la K-algébre obtenue en quotientant R[X]
par (X? + 1)R[X].
e On prend K =Q et P(X) = X2+ 2. Décrire la K-algébre obtenue avec ce quotient.

Quel anneau retrouve-t-on ?

o Onprend K =7/27 et P(X) = X2+ X + 1. Décrire la K-algebre obtenue avec ce quotient.
Quel est son cardinal ? Montrer que E est un corps.

e On prend K =7Z/3Z et P(X) = X2 + 1. Décrire la K-algébre obtenue avec ce quotient.
Quel est son cardinal ? Montrer que E est un corps.

Cette construction est un outil tres utile en théorie des anneaux et en théorie des corps. Ce cours est déja trop
long pour en parler plus en détail.
Construire des anneaux quotients/des algeébres quotients en utilisant une relation de congruence est trés utile en

mathématique pour produire des anneaux et des algebres qui ont des comportements éventuellement nouveaux
et différents.

Pour tout polynéme P € K[X] irréductible, cela permet par exemple de construire une K-algebre A dans laquelle
le polynéme P possede une racine.

En théorie des corps, on construit des corps de cardinal p”, pour r > 1, avec cette technique.
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