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Chapitre 4
Nombres complexes
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1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est, a I'aide notamment de figures, de donner une solide pratique
des nombres complexes.

QUESTION 1 — Quelle est la différence entre les équations algébriques du second degrés swi-
vantes ¢

(1) 22 —-1=0

2) 22-224+1=0

(3) 2 +1=0

Ce qui distingue ces équations est leur nombre de solutions.
L’équation (1) a deux solutions distinctes z = —1 et = 1 tandis que la seconde équation
possede une unique solution égale a x = 1.
Enfin I’équation (3) n’a pas de solutions réelles puisque pour tout x € R, on a 22 > 0 et donc
24+1>1>0.
L’ensemble des nombres complexes noté C étend ’ensemble des nombres réels de fagon a per-
mettre a I’équation (3) d’avoir des solutions.
Ainsi, on notera —i et i les deux solutions de '’équation x2 + 1 = 0, et on aura C = {a + b |
a,b e R}

Au XIX™"€ gjecle les nombres complexes ont été introduits en géométrie grace a la notion
d’affixe. Ce point de vue est riche d’applications puisqu’il permet de manipuler des points du
plan comme des nombres, avec leurs opérations classiques +, —, X ainsi que la division.

Dans ce chapitre nous allons commencer par faire des rappels de classe de terminale, puis nous
approfondirons cela.

2 Nombres complexes

2.1 Définition

DEFINITION 1 (Construction de I'ensemble des nombres complexes)

Lensemble R? est l’ensemble des paires de nombres réels. On a R? = {(a,b), a,b € R}.
L’ensemble des éléments de C est I’ensemble des points du plan, mais écrits d’une facon diffé-
rente.

On note i = (0,1) et 71”7 = (1,0). L’élément i est appelé nombre imaginaire.

Alors, un élément (a,b) s’écrit a+1ib. En effet, (a,b) = (a,0)4(0,b) = a.(1,0)+5b.(0,1) = a+ib.
On définit C = {a + b, a,b € R}.

Un élément de C est appelé un nombre complezxe.

DEFINITION 2 (Addition et multiplication sur C)

Soient a + ib,c +id € C.

On définit une addition + sur C par (a +ib) + (c+id) = (a+c¢) +i(b+d). ((a,b) + (¢,d) =
(a+c,b+d))

On définit une multiplication x sur C par (a + ib) X (¢ + id) = (ac — bd) + i(ad + bc).
((a,b) x (¢,d) = (ac — bd,ad + bc))

On a en particulier : Z=ixi=—1.

DEFINITION 3 (Partie réelle, partie imaginaire)
Tout nombre complexe z € C s’écrit de la forme z = x + 1y.
Cette écriture est appelée la forme algébrique de z.

e Le nombre réel x est appelée la partie réelle de z.

o Le nombre réel y est appelée la partie imaginaire de z.
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Cela définit ainsi deux fonctions dans C :

La fonction partie réelle : e : C — R .
Z=r 41y —— T
C — R

La fonction partie imaginaire . .
z=x+y —— Y

EXEMPLE 4 — Soit 1 +2i € C, on a Re(1 +2i) =1 et Im(1 + 2i) = 2.

Donner la forme algébrique de (1 + 2i)(3 + 7).

REMARQUE 5 — L’ensemble des nombres réels R est inclus dans C. Il s’identifie a l'aze des
abscisses (la droite {(a,0), a € R}).

On dit qu’un nombre complexe z est imaginaire pur si sa partie réelle est nulle. C’est-a-dire
st z=1b, b € R.

2.2 Opérations sur les nombres complexes

Les opérations d’addition et de multiplication sur R (et leurs réciproques — et ) s’étendent
a C grace aux définitions précédentes.
La grande différence entre R et C est que I'ensemble C contient un élément 7 qui vérifie 12 = —1.

DEFINITION 6 (Régles de calcul dans C)

Les opérations sur l’ensemble des nombres complexes vérifient les régles suivantes, que vous
connaissez bien sur R.

Soient z1,22,23 € C. On a :

1. z1.(z2 + 23) = 2129 + 2123 (distributivité)
2. 21.(22.23) = (21.22).22 (associativité)

3. z1.22 = z2.21 (commutativité)

1
4. st z1 #0, — € C (inversibilité d’un élément non nul)
21

REMARQUE 7 — Tout comme pour R ou N, I’ensemble C* est I’ensemble des nombres complexes
différents de 0 : C* = C\ {0}.

PROPOSITION 8 (Obtenir 1’écriture algébrique d’un quotient)
Soit z € C non-nul, z = x + 1y. Alors, on a :

1 - T — 1y _x—iy T .y

:atiy @ria—iy) P4y Pty Ay

1 _ 2 ;3
243: ~ 13 13°

Par exemple, on a

ProOPOSITION 9
Opérations et écriture sous forme algébrique :
Soient z1 = x1 +1y1 et zo = To + iys deuxr nombres complexes. La somme z1 + z2, la différence

z
z1 — 29, le produit z1 X zo et le quotient el (si zo # 0) ont Uécriture algébrique suivante :
z2

o 21+ 2= (v1+x2) +i(y1 +y2)
® 21—z = (v1 —x2) +i(y1 — y2)
o 21 X 29 = (122 — Y1Y2) + (Y122 + T1Y2)
21 [ x1%2 +Y1Y2 [ T2Y1 — T1Y2
= \—Q@=2 )t \—Q= =2
Z9 5 + Y3 x5 + Y5
Démonstration — On vérifie les calculs d’écritures algébriques.

La partie imaginaire et réelle d’'un nombre complexe se comporte bien avec + et —, mais
pas avec le produit ou la division. (ex : Re(i x i) = —1 # 0 = Re(i).Re(7))
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COROLLAIRE 10
Pour tous z1,2z9 € C, on a :

1. Jm(zl + 22) = jm(zl) + jm(ZQ)

2. E)fie(zl + 2’2) = 9{6(2’1) + 9{6(22)

3

(SRS

6(2122) = 9C{e(zl)gfie('@) -
Jm(z1)Im(29)

m(zl,22) = Cim(zl)iﬁe(zz) +

m(z2)MRe(z1)

Sur C, on peut introduire une opération supplémentaire : la conjugaison d’un nombre com-

plexe.

DEFINITION 11 (Conjugaison de nombres complexes)

Soit z =x 41y € C.

On définit le conjugué de z, noté z, le nombre complexe z = x — iy.

REMARQUE 12 — Cette opération de conjugaison est involutive : On a Z = z.
En regardant C comme le plan R?, la conjugaison s’identifie ¢ la symétrie par rapport & laze

des abscisses.

La conjugaison se comporte tres bien avec les autres opérations sur les nombres complexes.

PROPOSITION 13
Soient z1,z0 € C. On a :

1. 21+ 20 =721+ 22.

2. Z122 = 71 X Z3.

Ainsi, pour tout n € N on a (2") = (Z)".

z9 Z9
4. Jm(z) = !
' 2

1

(2= %) et Be(z) = %(z +3).

Démonstration — On vérifie les résultats par les calculs.

METHODE 14

Pour montrer qu’un nombre complexe est réel ou imaginaire pur, on utilise parfois la méthode

suivante :

1. Si Uon veut montrer que Z € R, on montre que Z = Z.

2. Si l’on veut montrer que Z est imaginaire pur (Z € iR ), on montre que Z = —Z.

EXEMPLE 15 — Soit z = (4+1)°+(—4+4)°. Onaz =4+ 1)+ (—A+i)p =d+i +—d+i =
(4—1i)°+ (=4 —1i)% — (=4 +14)° — (4+14)° = —z. Donc, z est un imaginaire pur. On sait donc
que Re(z) = 0 sans avoir besoin de développer les calculs.

EXERCICE 1 — Application Soit z € C et Z =1+ iz.

Montrer que Z est réel si et seulement si z est imaginaire pur.

EXERCICE 2 — Application Soit z € C non-nul et Z =

2
=

Montrer que Z est réel si et seulement si z est réel ou est imaginaire pur.

Les formules suivantes, connues dans R, sont valables dans C :

THEOREME 16 (Somme géométrique)
Soient z € C et n € N. Alors, on a :
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d=n+1siz=1

M=

b
Il
o

Zn—i—l —1

sinon

S
NgE
N
=
\

z—1

if
o

ProrosiTION 17
Soientn € N*, a,be C. On a :

n—1
e a" —b" = (a—0b)x > a"17Fpk
k=0

n—1
e sin est impair, a” + b = (a" — (=b)" = (a +b) x > (—=1)kan—1-kpk
k=0

THEOREME 18 (Formule du binéme)
Soient n € N, z,w € C deux nombres complexes. Alors, on a :

(z+w)" = z”: (Z) P

k=0

EXEMPLE 19 — Soit z=1+3i. On posew =z + 23+ 2° +27. On aw = z(1 + 2% + 2%).

On reconnait une somme géométrique. Comme |z| = /1+9 # 1, on sait que 2% # 1.

Ainsi, on a w = z(zz)_gl_l = ZZ:__ll.

Onaz?=1+6i—9=—8+6i =2(—4+3i), donc z* = 4(16 — 24i — 9) = 4(7 — 24i) = 28 — 961,
donc 1+ 22+ 24 = (1 —8+27) + (0 + 6 — 96)i = 20 — 90i.

Ainsi, w = (1 + 34)(20 — 90i) = 20 — 90i 4 60i — 270.i% = 290 — 30i

2.3 Représentation géométrique des nombres complexes

Vous avez vu au lycée que les points du plan P s’identifient a des vecteurs si l'on utilise
un repére orthonormé. On a ainsi un objet que l’on peut voir de 3 fagons différentes (point du
plan, vecteur du plan, nombre compleze).

DEFINITION 20 (Affixe)
Soit P(x,y) un point ou un vecteur i = (‘T) du plan usuel.
On appelle affixe du point P ou du vecteur @ le nombre complexe zp = x + iy.

REMARQUE 21 — Les fonctions Re et Jm s’interprétent géométriquement comme la projection
orthogonale sur l’axe des abscisses et la projection orthogonale sur l’axe des ordonnées.

Dessin sur feuille.

PRrROPOSITION 22
Soit P un point du plan d’affize zp.
Alors le symétrique du point P par rapport a l'axe des abscisses est d’affize Zp.
Démonstration —
La somme de deux vecteurs @ = (zi),ﬁ' = @;) du plan correspond a la somme de leurs
affixes.

Dessin sur feuille .

3 Module d’un nombre complexe

3.1 Définitions

Un vecteur du plan @ = (;) posséde une norme, qui vaut ||u|| = y/2? 4+ y2. Pour un nombre
complexe, on parle de module.
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DEFINITION 23

Module d’un nombre complexeSoit z = x + iy € C.

On appelle module de z, noté |z|, le nombre réel |z| = \/x? + y>.
Dessin sur feuille.

REMARQUE 24 — Pour tout nombre réel x, le module de x dans C (avec x = x + i.0) est
exactement sa valeur absolue dans R.
En effet, vous avez vu au lycée que Vx? = |x|.

EXEMPLE 25 —
o [1+id| =2, |i| =1, |1+ 2i| = V3.
e Pour toutr >0, on a |ri| =r.

Le module d’un nombre complexe z s’exprime aussi a l'aide du conjugué Zz.

THEOREME 26

Soit z € C.

Alors on a |2]? = 2.%.

Démonstration — On montre le résultat par le calcul.

Avec les propriétés du conjugué z et le fait que |z| = v/2Z, on en déduit des propriétés sur
le module d’un produit z1.z9 ou d’un quotient %

PRroPOSITION 27
Soient 21,20 € C des complexes. On a :
1. ‘2’1’20@2120.
2. |z1.22| = |21].| 2.
3. Si z9 € C*, alors |Z—1\ = @
22 |z
Démonstration — On montre ces résultats par le calcul.

3.2 Inégalité triangulaire

L’inégalité triangulaire vue pour les nombres réels (avec la valeur absolue) s’étend aux
nombres complezes (avec le module) :

THEOREME 28 (Inégalité triangulaire)
Soient z1, 20 € C. Alors :
e On a |z + 22| < |z1| + |22|. (Inégalité triangulaire)

e On a |z1 + 22| = |z1| + |22] si et seulement s’il existe X\ € Ry tel que zo = \.z1 ou
z1 = A.z2. (Cas d’égalité)
Démonstration — On éléve les quantités au carré pour étudier l'inégalité et le cas d’égalité.

Interprétation géométrique de l'inégalité triangulaire, sur feuille.

3.3 Lieux géométriques

Les opérations sur les nombres complexes que nous avons définies permettent de décrire des
ensembles géométriques (en identifiant nombre complexe et point du plan).

ProposITION 29
Soient P,Q deuz points du plan, d’affizes z1 et zs.
Alors la distance entre les points P et Q vaut : d(P,Q) = |z1 — 22|.
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Démonstration — On utilise la définition de la distance euclidienne.

PROPOSITION 30

Soit P un point du plan d’affize z. Soit C(A,r) (respectivement D(wo,r)) le cercle (resp. le
disque) de centre A(xo,yo) et de rayon r > 0. On pose zg = xo + iyo. Alors, on a :
e PcC(Ar) < |z—wo|=r.

e PeD(Ar) < |z —wp| <.
Démonstration — Sur feuille.

EXERCICE 3 — Déterminer si les points P(1 + 31) et M (2 — 4i) appartiennent :
1. Au cercle C(1+1,2).

2. Au disque D(i,4).

4 Nombres complexes de module un et trigonométrie

Nous avons vu qu’avec les nombres complezes, les cercles ont pour équation |z — zo| = r
(avec zy Uaffize du centre et r le rayon).

Un cas particulier est celui du cercle trigonométrique (cercle de centre O(0,0) et de rayon 1).
C’est l'ensemble des points du plan d’affize z qui vérifient l’équation |z| = 1.

4.1 Définition

DEFINITION 31 (Ensemble U)

L’ensemble des nombres complexes de module 1 se note U (pour unité). On a

U={z€C t.q.|lz|=1}.
REMARQUE 32 — On a aussi z € U «— zz=1.
Utiliser le conjugué plutét que le module (2Z = |z|?) allege souvent les calculs, en évitant de
poser une racine carrée.

EXEMPLE 33 — On a :

e —+1—€U
V2 V2

e —1cU

° —0,5+7j.0,5§é[U

Nous avons vu en Trigonométrie que ’on peut paramétrer tout point M du cercle unité par
un réel t € R, afin M ait pour coordonnées (cos(t), sin(t)).

En utilisant les nombres complexes, on obtient alors :

2€U < JteR, t.q. 2 =cos(t) + isin(t)
On introduit une nouvelle maniére de voir les points de U : la notation exponentielle.

DEFINITION 34 (Module un et exponentielle complexe)
Soit t € R.

On définit €' le nombre complexe e = cos(t) + isin(t).
On Uappelle “exponentielle de it”.
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REMARQUE 35 — La fonction t € [0, 27— e € U est une bijection. L’ exponentielle complexe

permet de paramétrer le cercle trigonométrie (de décrire tous ses points a 'aide d’un intervalle
deR).

4.2 Trigonométrie et exponentielle complexe

Avec les formules de trigonométrie, on obtient des regles de calcul pour ’exponentielle
complexe. Ces régles sont identiques aux propriétés de la fonction exponentielle sur R.

PROPOSITION 36 (Exponentielle complexe et produits)
Soient t,t' € R. Alors :
o On ace x et = et (Formule d’addition)

sy
e Ona— =e .
elt
it
e .
e Ona —r = eilt=t"),
ezt’
e Pour tout k € Z, on a (e®)F = ikt
Démonstration — On utilise les propriétés des fonctions cos, sin.
)

PROPOSITION 37 (Valeurs particulieres)

On a :
° e2i71' =1.
Pour tout k € 7, 2™ = 1.
e = —1.
o &2 =i
o ¢l = %
o 5 = LQ‘/E (Ce nombre est souvent noté j)

PROPOSITION 38 (Factorisation par I’arc moitié)
Sotent t,t' € R. / / ,
On a e 4 ¢’ = (5 7 =

2 ) X <e’tT —+ ei 2
Les propriétés de ’exponentielles fonctionnent bien dans les calculs.
Nous avons défini € avec cos(t) et sin(t). Il est possible de faire la réciproque.

PrOPOSITION 39 (Formules d’Euler)
Soitt € R. Alors, on a :

eit 4 it it _ it
o cos(t) = ——— e sin(t) = ————
(=" (="
Démonstration — On vérifie la propriété par le calcul.

EXERCICE 4 Soit t € R. Factoriser de la maniére la plus simple possible les nombres com-
plexes swivants :

1. 1+ €t
2.1 — ¢

Avec les propriétés de l'exponentielle complexe, on peut retrouver assez facilement les for-
mules trigonométriques :

THEOREME 40 (Formules trigonométriques (additions et soustractions))
Pour tous a,b € R, on a :



Lycée du Diadéme - Te Tara o Mai’ao

PTSI, Année 2025-2026

. sin(a+b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
(Partie imaginaire de e*e™)

. sin(a —b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

. cos(a+b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b)
(Partie réelle de e'e™)

. cos(a—b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

THEOREME 41 (Formules de duplication de I’angle)

Pour tous a,b € R on a

1. cos(2a) = 2cos(a)? — 1

2. sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

THEOREME 42 (Formules de factorisation)

Soientp et q € R. On a :

. Soit k € Z. Si a,bya+b # = + kn,

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)
(cos(a + b) divisé par sin(a + b))

alors tan(a + b) =

. Soitk €7Z. Sia,b,a+b# g—kknr, alors

B tan(a) — tan(b)
tan(a — b) = 1 + tan(a) tan(b)

. Soitk €Z. Sia,b,a+b# g-i—knr, alors

tan(2a) = m

1. cos(p) + cos(q) = 2 cos Pty cos 2 ; 4 . sin(p) + sin(q) = 2sin Pty cos 2 ; 4
2. cos(p) — cos(q) = —2sin P ;— ©gin P ; a . sin(p) — sin(q) = 2sin P ; 7 s ? ;— a
Une nouvelle formule s’ajoute a ce répertoire, la formule de Moivre.
THEOREME 43 (Formule de Moivre)
Soientt € R et n € Z. Alors on a :
(e")™ = (cos(t) + isin(t))™ = cos(nt) + isin(nt).
Démonstration — On utilise les propriétés précédentes sur l’exponentielle complexe.
fRisque d’erreur
La formule de Moivre ne s’applique qu’avec n entier. Par exemple,
. 1 1
—l=€T# (") =(1)2 =1
Avec la formule de Moivre nous pouvons simplifier les sommes suivantes :
THEOREME 44 (Deux sommes trigonométriques)
Soitt e R. On a :
. n+1site2nZ " 0site2nZ
nt nt
. Zcos(k:t) = { sin(2He) cos(g) . Z:sin(k:t) = { sin(2He) sin(?)
h=0 sin(%) h=1 sin(%)

Démonstration — (Sur feuille)
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4.3 Linéarisation

La formule d’Euler permet de simplifier les expressions polynomiales en cos(x) et sin(x),
pour les écrire comme combinaison linéaire d’expressions de la forme cos(nx) et sin(nx) (avec
n un entier).

On appelle cela linéariser une expression trigonométrique. (passer de produits a des sommes)

EXEMPLE 45 — Pour tout t € R, l’expression 2sin(t) cos(t) se linéarise en sin(2t) : 2sin(t) cos(t) =
sin(2t).

REMARQUE 46 — Une expression polynomiale en deux variables X et'Y est une somme de
termes de la forme XY™ (n,m € N), multipliés par des coefficients. Par exemple, 2XY — X3.

METHODE 47 (Linéariser)
Pour linéariser une expression polynémiale en cos(x),sin(x) :

1. On transforme les produits de cos et de sin en exponentielles complexes avec la formule
d’Euler.

it —it it —it\3
Par ezemple cos(t)? = (“5—)3 = (e +263 iy
2. On développe tous les produits (souvent avec la formule du binéme), et on factorise par

les de’nominateurs. s
(ettte=it)3  3it | geit  ge—it 3t
Par exemple, 23 = 3 .
3. On regroupe les termes conjugués pour faire apparaitre cos(nz) (ou sin(nz)) en se ser-

vant de la formule d’Fuler a nouveau.

3it it —it y ,—3it 2 t t t t S
Par ezemple, © 4 3e’ +ge ye3it _ 2cos(3 )8+6005() _ cos(3 )Z3cos(). Ainsi, COS(t)3 —_

cos(3t)+3 cos(t)
—

Cette méthode de linéarisation permet de linéariser n’importe quel polynéme en cos(x), sin(x).
Cependant, pour des petites expressions (puissances 2 ou 3, petits produits), on obtient aussi
facilement le résultat a ’aide des formules trigonométriques précédentes.

EXERCICE 5 — Linéariser 'expression E = cos?(x)sin®(x).

5 Argument d’un nombre complexe non nul

NOTATION 48

On rappelle la notation de congruence modulo 21w : a = b [2w] signifie qu’il existe k € 7 tel
que a = b+ k.2m.

On rappelle aussi que les fonctions cos et sin sont 2mw-pédiodiques. Si les réels a et b sont
congrus modulo 2w, alors leur cosinus et leur sinus sont égaux. La fonction t — e est de
méme 2m-périodique.

5.1 Définition

L’expression des nombres complexes de module 1 & I’aide de I'exponentielle complexe (¢ +—
e't) peut s’étendre & tous les complexes.

Z m =1, on obtient Z e U.

2]

. . z ; L. ; .
Dong, il existe t € R tel que ﬁ = e". Cela se réécrit z = |z|e. Puisque pour tout t € R,
z

e’ écriture exponentielle d’un nombre complexe n’est pas unique. On a la définition

Soit z € C*. Alors on a |z| > 0. Comme |‘ | = ]
z z

ei(t+271’) _

suivante :
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DEFINITION 49 (Ecriture exponentielle)
Soit z € C.
Alors il existe r > 0 et t € R tels que z = re't. On Uappelle écriture exponentielle de z.
On dit que r est le module de z. On a r = |z|.
Siz #0, on dit que t est un argument de z. On note Arg(z) =t.
Si z = 0, tous les réels ¢ conviennent. On ne parle donc pas d’argument pour le nombre
complexe zéro.

REMARQUE 50 — Pour un nombre complexe z, tous ses arguments sont égauxr modulo 2w
(Uargument de z n'est pas unique car t — e est périodique).

Par contre, il existe un unique argument de z appartenant a lintervalle [0,27[. On 'appelle
argument principal de z.

On parlera de Uargument de z pour un argument a 2w preés.

Représentation géométrique sur feuille.

METHODE 51

Pour déterminer le module et ’argument d’un nombre complexe z :
1. On calcule le module |z| de z, souvent avec la formule |z| = \/a? + y>.
z
2. Siz#£0, on calcule W
z
3. Comme ce nombre s’écrit aussi e’
argument.

, on cherche un t € R qui convient pour trouver un

On s’appuie sur les valeurs remarquables de cos et sin pour cela. On peut retrouver ces
valeurs a 'aide du cercle trigonométrique.

4. Sila derniére étape n’est pas possible, on est en général guidé par ’exercice pour trouver
un argument.

EXERCICE 6 — Déterminer le module et l’argument des complexes sutvants :
o —1|
o 141
o 1+iV/3
e 2412

5.2 Opérations sur les arguments

PROPOSITION 52
Soient z1,20 € C*. On a :

1. Arg(z1.z2) = Arg(z1) + Arg(z2) [27]
2. Arg(%) = Arg(z1) — Arg(z2) [27]
3. pour tout n € N, Arg(z}") = nArg(z) [27]

Démonstration —On utilise les propriétés de l’exponentielle complezxe.

La multiplication par un réel non nul k ne change pas l'argument st k > 0, mais ce n’est
pas le cas si k < 0.

PropoSITION 53
Soient z € C* et k € R*. On a :

o Arg(kz) = Arg(z) [27] sik >0

o Arg(kz) = Arg(z)+m [27] sik <0
Démonstration — On utilise [’écriture exponentielle.

10
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5.3 Une transformation utile

-\@'-Application a la Physique
En physique ou en sciences de l’ingénieur on peut étre amené a factoriser une fonction P :
t — acos(t)+ bsin(t), qui décrit correctement les oscillation d’un oscillateur harmonique
au cours du temps.
Factoriser cette fonction P sous la forme P : t — Acos(t — ¢) permet d’obtenir deuz
informations physiques :

o A est amplitude de loscillateur.

e © est la phase a lorigine.

EXEMPLE 54 — Pour tout t € R, cos(t) + sin(t) = 2cos(t — 7).
En effet, pour tout t € R,

cos(t)  sin(t)
2 + 2

2cos(t — %) = 2(cos(t) cos(%) + sin(t) sin(%)) =2 ( > = cos(t) + sin(t)

METHODE 55
Transformation de acos(t) + bsin(t) en Acos(t — ¢)

e On pose A =+a?+ b2,

e On développe cos(t — ) = cos(y) cos(t) + sin(p) sin(t).

e On aacos(t) +bsin(t) = Acos(t — ¢) pour tout t € R <= % = cos(y) et & = sin(yp).
On cherche ¢ en s appuyant sur les valeurs remarquables de cos et sin. On peut retrouver
ces valeurs a l’aide du cercle trigonométrique.

En fait, A est le module de a + ib et ¢ est un argument de a + ib.

EXERCICE 7 — Factoriser la fonction f : t + \/3cos(t) — 3sin(t) avec une expression de la
forme t — Acos(t — ).

6 Equations algébriques

6.1 Equations polynomiales

Une fonction polynomiale P a coefficients complexes est une fonction de la forme :

P: C — C
n

z —> Zakzk’
k=0

avec n > 0 et ag,...,a, € C.

Résoudre une équation polynomiale dans C consiste a déterminer des nombres complexes
z vérifiant I’équation P(z) = 0, pour P une certaine fonction polynémiale.
Une solution de P(z) = 0 est appelée une racine de P.
Il existe un rapport étroit entre racines et factorisation d’un polynéme, ce que donne le théoreme
suivant :

THEOREME 56 (Descartes)
Soit P une fonction polynomiale et a € C. On a ’équivalence entre :
1. a est une racine de P

2. z — a est un facteur de P(z) : il existe une fonction polynomiale Q telle que pour tout
ze€ConaPlz)=(z—a)xQ(z).

11
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6.2 Equations du second degré a coefficients dans R

On sait déja résoudre les équations polynomiales de degré 2 dans R c’est-a-dire ax?+bx+c =
0 avec a,b,c € R et a # 0.
Pour cela, 1’élément important est le discriminant A = b? — 4ac.
Si A > 0 alors le polynome az? + bx + ¢ possede au moins une racine et si A < 0 il n’existe pas
de racines dans R.
Dans C, on utilise encore le discriminant pour résoudre les équations polynomiales de degré 2,
mais les résultats changent.

THEOREME 57 (Racines d'un polynome de degré 2 & coefficients réels)
Soient a,b,c € R avec a # 0.
On résout ’équation (E) az® +bx + c =0 de la maniére suivante :
-b— VA
1. Si A =b? — dac > 0, alors (E) admet deux racines réelles qui sont X1 = g et
a
—-b+ VA
Xy = EVE
2a

—b
2. Si A =0, alors (E) admet une racine double X = 50
a

—b—iy/[A]

3. SiA <0, alors (E) admet deux racines complexes conjuquées qui sont X1 = 5
a

b+ i/A
ethz—l_;H:Xl.
a

Démonstration —Admss.

6.3 Racines carrées complexes

2

Dans C, toute équation de la forme z* = a +ib (a,b € R) posséde au moins une solution.

THEOREME 58 (Racine carrée d’un nombre complexe)
Soit zg € C.

Alors léquation z°

= zp admet deuz solutions dans C (ou une seule si zop = 0).
Démonstration —

METHODE 59 (Calculer une racine carrée d’un nombre complexe, écriture algébrique)
Pour calculer les racines carrées de zg = a +ib € C*
1. On écrit zy sous forme algébrique : zg = a + ib.
On pose z = x + iy.

2. On a
2% =zl 2?2 +y? = Va2 12
2=z e Re(2?) = Re(z) &< 22-9y> = a
Im(z?) = Im(z) 20y = b

On combine ensuite les deux premieres lignes pour trouver les valeurs possibles de x, puis la
troisieme ligne donne les valeurs de y en fonction de x.

METHODE 60 (Calculer une racine carrée d’un nombre complexe, écriture exponentielle)
Pour calculer les racines carrées de zg € C* :
1. On écrit zy sous forme exponentielle : zy = re'.

. , iL it
2. Les deux racines carrées de zg sont z = \/re'2 et 2/ = —\/re'z = —z.

EXERCICE 8 — Calculer les racines carrées de 2 +1i et —/3 + 1.

12
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6.4 Equations du second degré a coefficients complexes

Etudier les équations polynémiales du second degré & coefficients complexes (ex : 2 — iz +
2 = 0) se fait exactement comme celles a coefficients réels : on utilise le discriminant.

PROPOSITION 61 (Racines d'un polynome de degré 2 a coefficients complexes)
Soient a,b,c € C avec a # 0.
On résout Uéquation (E) az® +bx + ¢ =0 de la maniére suivante :

e Si A =b%—4dac# 0, alors en notant w une racine carrée de A, Uéquation (E) a deux
—b—w —b+w
et Zy = .
2a 2a

—b
e Si A =0, alors (E) posséde une racine double Z = EPE

racines qui sont 21 =

Démonstration — Sur feuille.

EXERCICE 9 — Déterminer les racines dans C de l’équation du second degré (E) :  2%2+42z—i =
0.

6.5 Somme et produit de racines

Il y a un lien entre les coefficients d’une équation du second degré et ses solutions.

PROPOSITION 62 (Relations coefficients/racines)
Soient a,b,c € C avec a #0, et (E) az?+bz+c=0.
Alors z1, 22 € C (éventuellement égaux) sont solutions de (E) si et seulement si :

b c
21+ 20=—— et 2129 =—.
a a

2

EXEMPLE 63 — Si z1 et zo désignent les racines du polynome P(z) = z* — z + 4, alors d’apres

la proposition précédente on a z1 + zo = let z120 = 4.

REMARQUE 64 — Soit (E):a?+bz+c=0.
Si lon connait une solution z; de (E), on peut facilement déduire 'autre solution zy da laide

de la relation z1 + z9 = ——.
a

EXEMPLE 65 — Considérons l’équation 2% + (—i — 2)z + (1 +1i) = 0.
On remarque que z1 = 1 est une solution évidente de l’équation. On en déduit alors que l'autre

b
solution de l’équation est : zo = —— — z1 = 1 + 1.
a

METHODE 66
Awvec les relations coefficients/racines, on sait que résoudre un systéme de la forme :

(S):{ atm=s  cg,
2122 =P

2

(avec s,p € C) est exactement équivalent a résoudre l’équation z* — sz + p = 0.

Z1+ 29 =1

EXERCICE 10 — Résoudre dans C le systéeme (S) : { e
122 =

On sait maintenant résoudre davantage de systemes d’équations.

13
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7 Racines n-iémes

La méthode utilisée pour résoudre I’équation z2

la forme 2" = zy (avec n > 1).

= 2y dans C se généralise aux équations de

DEFINITION 67 (Racine n-ieme d’un nombre complexe)
Sotent zg € C et n € N*.
e Une racine n-iéme de zy est un nombre Z € C tel que Z" = z.
e Les racines n-iemes de 1 sont appelées les racine n-iémes de 'unité.
L’ensemble des racines n-ieme de l'unité se note U,,.

EXEMPLE 68 — On a :
o Uy ={1}
e Uy ={-1;1}
e Pour toutn € N, 0 ¢ U,

7.1 Racines de ’unité

PROPOSITION 69
Soitn e N*. On a :
e U, 75 0.
e Pour z,w € Uy, on a z.w € U,
e Pour z € U,, ona%EUn
Démonstration —

On va décrire explicitement les éléments de U,, pour n € N.

PROPOSITION 70
Soit n € N*. Alors :

2km

U, ={e"n |ke0,n—1]}

1y a exactemengn racines n-iemes de l'unité.
En posant € = €', on a U, = {1,£,€2,...,&" 1},

Démonstration — On utilise l’écriture exponentielle pour montrer qu’il y a au plus n solutions, et on donne
la forme de n solutions. O
11
1
T —]

Les racines 3émes et les racines 8emes de 'unité, sur le cercle trigonométrique.

PROPOSITION 71

Soient n € N* et w € Uy, \ {1}.

Alors, on a1 +w+w?+---+w" 1 =0.

La somme des racines n-iémes de 'unité vaut 0.
Démonstration — On utilise une somme géométrique.

EXERCICE 11 — 1. Représenter géométriquement les éléments de Us.

14
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2. On pose j = i Que vaut 1 + j + 52 2
Que valent j + j2, j* 2

7.2 Racines n-ieme quelconques
Déterminons maintenant les racines n-iemes d’un nombre complexe zy € C.

PRroOPOSITION 72

Soit 20 € C. Pour zy = re' Uécriture exponentielle de z, on a :
z=rnen est une racine n-iéme de z. (z" = zp)

L’ensemble des solutions dans C de I equatzon Z" =z est :

21k‘rr

S = {zfﬁeU}—{rﬁe ,ke{0,1,....,n—1}}.

Démonstration — Sur feuille. On se raméne au cas w"™ = 1 des racines n-émes de l’unité.

Si zg # 0, ce nombre possede exactement n racines n-iemes de 'unité (si zp = 0 il en a une
seule).
Ce phénomene est trés différent de R (par exemple, 23 = 2 a une seule solution sur R).

METHODE 73
Pour déterminer les racines n-iemes de zg.

1. On détermine une solution z de Z™ = zy.
En général, on utilise z = {/|zp|e*AT9(z0)/n,
. . . n
2. Sizg #0, on a Z™ = 2y si et seulement si f—n =
Ainsi, on obtient toutes les racines n-iemes de zg sont de la forme z.£, ou & est une

racine n-ieme de l'unité.

EXERCICE 12 — Déterminer les racines 3-iemes de 1 + 1.

8 Exponentielle complexe

Vous avez vu au lycée l’exponentielle d’un nombre réel, €*. Nous avons défini I’exponentielle
d’un nombre imaginaire pur, e'.
Nous pouvons maintenant combiner ces deuz fonctions.

DEFINITION 74 (Exponentielle complexe)
Soit z € C.

On appelle exponentielle complexe de z, noté e* (ou exp(z)), le nombre complere e* =
eRe(2)  iIm(2)

EXEMPLE 75 — On a

° 61+m:6}<€m:—€
i
. (&
° e—2+z — —
(&

PROPOSITION 76 (Exponentielle d’une somme)
Soient z1, ...,z € C. Alors, on a :

exp(z1 4 22 + -+ + 2n) = exp(21) X exp(z2) X - -+ X exp(zn).

Démonstration — On utilise la définition de [’exponentielle complexe et ses propriétés, avec
lécriture algébrique des z;.

Autrement dit, exp(D_, zx) = i exp(zy).

15
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ProprosITION 77
Soient z,2 € C deuz nombres complexes. Alors,

z 2

e“=e — FJke€Ztq z=27+2ikn.

’ . 7’ ’ . v
Démonstration — On résout l’équation e*~* = 1.

9 Nombres complexes et géométrie plane

L’identifixation entre points du plan, vecteurs du plan, et nombres complexes est extré-
mement riche d’applications géométriques. En effet, les opérations et outils sur les nombres
complexes que nous avons font qu’il est plus facile de démontrer certaines propriétés géomé-
triques que dans le cadre classique.

- -

Dans toute cette section on se place dans un plan P muni d’un repere orthonormé (O, 1, j).
On rappelle que chaque point du plan est associé & un nombre complexe (son affixe).

THEOREME 78 (Interprétation géométrique)
Soit A(a), B(b), C(c) trois points du plan, avec b # a. Alors :

c—al HA@H
b—a| ||AB||
c—a =
. Arg(b ) = (AB, AC [27]
—a

9.1 Alignement et orthogonalité

ProposITION 79
Soient A, B, C trois points du plan distincts deux a deuzx, d’affizes za, zp et zo. Alors :
o Les points A, B et C sont alignés si et seulement s’il existe A € R tel que zo — z4 =
A x (25 — 24). (Vecteurs AC et AB colinéaires)
e les droites (AB) et (AC) sont orthogonales si et seulement s’il existe A € R tel que
(2¢ — 24) = iXzp — z4). (Vecteurs AC' et AB orthogonauz)
Démonstration — Sur feuille. On utilise les propriétés de la géométrie euclidienne.

9.2 Transformations du plan

Une transformation du plan est une fonction bijective de C dans C.
On en décrit ici plusieurs transformations apparaissant souvent en physique ou en sciences de
I'ingénieur.

DEFINITION 80 (Rotation)

Soient Q2 € P et 6 € R.

La rotation de centre 2 et d’angle 0 est une transformation du plan, notée Rqg. Elle vérifie
les 3 conditions suivantes :

1. Rog(M) =M <= M =. (Le centre est invariant)
2. Pour tout M € P, on a HQRQ@(MSH = ||QM]||. (Conserve les longueurs)

3. Pour tout M € P, on a (QM, QRQﬂ(MS) =0 [2n] (Tourne d’un angle 6)

Dessin sur feuille.
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ProposiTIiON 81
La rotation Rq g est représentée par la fonction :

RQﬂI C — C
z — efz—w)+w"’

Démonstration —

DEFINITION 82 (Translations)
Soit @ un vecteur du plan.
La translation du plan de vecteur @ est ['unique transformation du plan qui a tout point M € P

associe le point M' € P vérifiant : MM’ = i. Dessin sur feuille.

PRroproSITION 83
Soit @ un vecteur du plan d’affize b.
La translation de vecteur U est associée a la fonction :

Tb:(C—><C
z —> z+b

Démonstration —

DEFINITION 84 (Homothéties)
L’homothétie de centre Q) et de rapport A € R est la transformation du plan qui & tout point
du plan M associe le point M’ vérifiant :

—
QM = AQM.
Dessin sur feuille.

PRroprOSITION 85
Soient Q0 d’affize w et A € R.
Alors ’homothétie de centre €2 et de rapport A est asociée a la fonction :

HQ)\I cC — C
z — k(z—w)4+w’

Démonstration —

PROPOSITION 86
S :

n O

. . — . , -
La conjuguaison complexe est une fonction représentant la symétrie par
rapport a l’axe des abscisses.

Démonstration —

EXERCICE 13 — Soit A un point d’affize a, avec a # 0. Donner [’expression de la fonction f
associée a la symétrie par rapport a la droite (OA).
Indication : On pourra s’aider de la conjugaison complexe et de rotations.
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Bilan du contenu nécessaire a maitriser :

— Ensemble C. Nombre complexe z. Nombre imaginaire i. Forme algébrique z = x + iy.
Partie réelle Re(z), partie imaginaire Im(z).
Somme, produit de nombres complexes.

— Nombre complexe conjugué z = x — 1y.

Tout nombre complexe z non-nul possede un inverse, %

Calculs : % = Z, Re(z) = Z;E, Im(z) = 232

2z -
Formule du binéme (z + w)™ = Y1 (1)z"w" ™" et somme géométrique > _, 2% =
Zn;_lfl (si z # 1). Utilisation pour développer (x + iy)".

Module |z| = \/x? 4+ y2?. Module d'un produit |zw|, d’un quotient |Z|.

Relation |z|* = zz. Inégalité triangulaire |z + w| < |z| + |w].

Liens entre les précédents objets et la géométrie (Abscisse et ordonnée, symétrie selon
laze des abscisses, longueur d’un segment)

Nombres compleres de module 1. Ensemble U. Ecriture sous la forme et = cos(t) +
isin(t). Nombres associés aux angles particuliers (0, ¢, T, 5, 5,7, 2m). Propriétés de t
et : Produit eiteit/, quotient %L,t, puissance (e™)F. Cette fonction est 2m-périodique.

— Factorisation par larc-moitié de e +e'' . Formules d’Euler pour cos(t) et sin(t). Formule
de Moivre pour cos(kzx).

Utiliser le passage aux complexes pour linéariser un produit de cos/sin (transformer en
une somme), pour factoriser une somme de cos/sin (transformer en un produit). Ez :
Calcul de ), cos(kx) (calcul a savoir refaire).

Ecriture exponentielle d’un nombre compleze z = re't. Module z = |z|, argument t €
[0, 27].

L’écriture exponentielle de z est unique si z # 0.

Liens entre écriture algébrique x + iy et écriture exponentielle re'.

Calcul des solutions de 2% = zy : Méthode avec Uécriture exponentielle zg = re't. Méthode
avec ’écriture algébrique zy = a + ib.

— Résolution de az? + bz 4+ c = 0 a laide du discriminant A = b*> — 4ac et du calcul de
racines carrées complexes.

Racines n-iemes de 'unité e%, ensemble U,,. Calcul de Y ), ¢k, Résolution de 2" =
20, avec Uécriture exponentielle zg = re't.

Fonction exponentielle complexe : z — e = e*e'¥. Exponentielle complexe d’un produit,
d’une somme. Solutions de e* = 1.
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