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Chapitre 19
Déterminant
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1 DEFINITION DU DETERMINANT

1.1 Formes n-linéaires, antisymétriques, sur les matrices carrées

Dans ce chapitre, nous allons définir une fonction sur ’ensemble des matrices carrées M,, (K).

Pour cela, on regardera souvent une matrice M avec ses colonnes Cy,...,C,, (M = (C1 | Co | ... |
Cp)).
Et, si besoin, on regardera M avec ses lignes Ly, ..., L.

DEFINITION 1 (Forme n-linéaire)

Soit FE un K-espace vectoriel de dimension n. Soit f : M,,(K) — K une fonction.
On dit que la fonction f est une forme n-linéaire si elle est linéaire en chaque colonne de sa variable.
C’est-a-dire, si on fixe n — 1 colonnes d’une matrice M (toutes ses colonnes sauf C;), et que 'on fait
varier la colonne qui reste, on a une application linéaire.

C’est-a-dire, pour toute matrice M € M,,(K) de colonnes Ci,...,Cy, et pour tout i € {1,...,n},
Mn71(K) — K

ue la i-eme fonction f; : est une
a fi C = f(CL|Col...|Cior | C|Cisr|...| Cn)
application linéaire.

. b o,

EXEMPLE 2 — La fonction f : (Z d) — ad — bc est une forme 2-linéaire.
En effet, si on fire Cy = (g), la fonction f : (‘c‘) — ad — bc est une application linéaire.
Et, si on fixre C1 = (Z), la fonction f : (2) — ad — bc est aussi une application linéaire.
EXEMPLE 3 — La fonction f: M € M, (K) — 0 est une forme n-linéaire.
Comme c’est la fonction nulle, il n’y a pas grand intérét a ’étudier.
Autrement dit, une forme n-linéaire est une fonction f : (Cy | ... | C,) € M,(K) — K qui est
linéaire par rapport & chaque colonne Ci,...,C, (linéaire en Cfy, linéaire en Cs, .. ., linéaire en Cp,).

DEFINITION 4 (formes n-linéaires antisymétriques)

Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit f : EP — K une forme n-linéaire sur F.

On dit que f est une forme n-linéaire antisymétrique si permuter deux colonnes C; et C; d'une
matrice M multiplie la valeur de f(M) par —1.

Autrement dit, si pour tout M = (C} | ... |n) € M,(K) et pour tout ¢ < j, on a :

f(C’l,...,qi,...qj,...,Cp):—f(Cl,...,qj,...qi,...,Cp).
i-ieme j-ieme i-ieme  j-ieme
b

d
En effet, f((g i)) = bc — ad = —(ad — be).

EXEMPLE 5 — La fonction f: (Z ) — ad — bc est une forme 2-linéaire antisymétrique.

1.2 Déterminant d’une matrice carrée

THEOREME 6 (Existence du déterminant)
Soient E un K-e.v. de dimension n.
Alors, il existe une unique fonction f : M, (K) — K telle que :

1. f est une forme n-linéaire ;
2. f est antisymétrique
3. f(I,) =1.

Cette fonction est appelée déterminant en dimension n. On la note det.
Pour M € M,,(K), le nombre det(M) est appelé déterminant de la matrice M.

Démonstration — Admis.
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REMARQUE 7 — Pour A = (a; ;) 1<i<n, le déterminant de A se note aussi :

1<j<n
a171 ... al,] PR a/l)n
det A= a; 1 e aiyj s Qi n
anJ “ee and e an7n'

PROPOSITION 8 (Déterminant en dimension 2)
Soient a, b, c,d € K.

Alors, on a det( (Z 2)) = ad — be.

On peut écrire det(A) comme un polynéme en les coefficients a; ; pour toute taille de matrices,
mais apres n = 2 ’expression est trop grosse pour étre utile.

1.3 Déterminant en géométrie

On verra que 'on peut aussi définir le déterminant d’une famille de n vecteurs en dimension n. En
supposant cette construction faite, on a les liens suivants avec la géométrie :

PROPOSITION 9 (Déterminant et géométrie du plan)
Soit n = 2. Soit B = (7,7) une base orthonormée du plan R?. Alors, |dets(i, ¥)| est égal & la surface

c
non nuls.

du parallélogramme de cotés 4 = <Z) et U= < d

PROPOSITION 10 (Déterminant et géométrie de ’espace)
Soit n = 3. Soit B = (7,7, k) une base orthonormée directe de I'espace R3. Alors,

detp(ii, 5,%w) = @ - (FAW) et V= |detg(i, 7,d)]

est le volume du parallélépipede de cotés u, U et w.

2 PROPRIETES DU DETERMINANT

ProPoSITION 11
Soient E un K-e.v. de dimension n. Soit M = (C4 | ... | Cy) € M,,(K) une matrice.
Si C; = Cj pour i # j, alors on a det(M) = 0.

Démonstration — Sur feuille.

PROPOSITION 12
Soit n > 1. Solent A € #,(K) et A € K.
Alors on a : det(A A) = A" det(A).

Démonstration — On utilise la linéarité par rapport a chaque colonne.

2.1 Déterminant et opérations élémentaires sur les colonnes

PROPOSITION 13 (Déterminant et opérations élémentaires)
Soit n > 2. Soit A € ., (K).

e Soit B la matrice obtenue en effectuant C; < A.C;, avec A # 0.
Alors, on a det(B) = Adet(A).
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e Soit B la matrice obtenue en effectuant C; <+ C;, avec i # j.
Alors, on a det(B) = — det(A).

e Soit B la matrice obtenue en effectuant C; <— C; + A\.Cj, avev i # j.
Alors, on a det(B) = det(A).

Démonstration — Admis.

Ainsi, on peut calculer le déterminant d’une matrice A avec la méthode du Pivot. Nous verrons
d’autres propriétés du déterminant qui permettent de s’aider dans le calcul de det(A).

COROLLAIRE 14 (Déterminant d’une matrice triangulaire)

Soit n > 2. Soit A € .4, (K) une matrice triangulaire. Soient ai 1, ..., an n les coefficients diagonaux
de A.

Alors, on a det(A) =117, a; ;.

Pour A une matrice triangulaire, on a donc det(A) = 0 si et seulement si I'un des coefficients
diagonaux de A est nul.

2.2 Déterminant et produit, inverse, transposée

PROPOSITION 15 (Déterminant et inversibilité)
Soit n > 1. Soit A € ., (K).
Alors, on a det(A) # 0 si et seulement si A est inversible.

On a Gl,,(K) = {A € M, (K), det(A) # 0}.

Le déterminant est une fonction dont un des intéréts est de déterminer rapidement si une matrice
carrée A est inversible ou non.
Aussi, si la matrice A n’est pas inversible, on sait alors que det(A4) = 0.

REMARQUE 16 — Pour n = 2, on retrouve le fait que A est inversible si et seulement si ad — bc # 0.

PROPOSITION 17 (Déterminant et produit de matrices)
Soit n > 1. Soient A, B € #,,(K).
Alors, on a det(AB) = det(A) det(B).

Quand une matrice M s’écrit comme un produit de matrices M = AB, on peut calculer plus
rapidement le déterminant de M si on connait celui de A et celui de B.

PROPOSITION 18 (Déterminant et inverse)
Soit n > 1. Soit A € #,,(K) inversible.

Alors, on a det(A™!) = m.

Démonstration — On utilise les propriétés du déterminant d’un produit, et A.A~! = I,,.

PROPOSITION 19 (Déterminant et transposée)
Soit n > 1. Soit A € 4, (K).
Alors, on a det(*A) = det(A).

2.3 Déterminant et opérations élémentaires sur les lignes

PROPOSITION 20 (Déterminant et opérations élémentaires)
Soit n > 2. Soit A € ., (K).
e Soit B la matrice obtenue en effectuant L; <— A\.L;, avec A # 0.
Alors, on a det(B) = Adet(A).
e Soit B la matrice obtenue en effectuant L; <+ L;, avec i # j.
Alors, on a det(B) = — det(A).
e Soit B la matrice obtenue en effectuant L; <— L; + A.L;, avev i # j.
Alors, on a det(B) = det(A).
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Preuve — Pour B la matrice obtenue en faisant une opération élémentaire sur les lignes de A, !B est la matrice
obtenue en faisant la méme opération élémentaire sur les colonnes de A.
Comme on a det(B) = det(!B) et det(A) = det(*A), on obtient le résultat. O

On peut ainsi calculer le déterminant d’une matrice A en lui appliquant des opérations élémentaires
sur ses lignes, ou bien en appliquant des opérations sur les lignes et des opérations sur les colonnes.

METHODE 21 — Pour calculer le déterminant d’une matrice A, on peut utiliser la méthode du
Pivot.

On utilise des opérations élémentaires sur les lignes (ou sur les colonnes) pour transformer A en
une matrice triangulaire B.

On obtient la valeur de det(B) en faisant le produit de ses coefficients diagonauz.

Chaque opération élémentaire sur A multiplie det(A) par 1, —1, ou %

On obtient alors la valeur de det(A) a partir de celle de det(B).

EXEMPLE 22 — Soient a,b,c € K. On veut calculer le déterminant :

2

1 a a
A=l b b
1 ¢ c?
On a successivement :
1 a a?
A=10 b—a b2—a2 Lz(—LQ—Ll,L3<—L3—L1
0 c—a c®—a?
1 a a®
=0b-a)(c—a)|0 1 b+a mise en facteur dans Lo et L
0 1 c+a
1 a a?
=0b-a)(c—a)|0 1 b+a Ly« L3 — Lo
0 0 c—0b
=0b—-a)(c—a)(c—b) d’apres le corollaire 7.

2.4 Déterminant d’une matrice par blocs

PROPOSITION 23
Soit n > 2. Soit A € #,,(K) possédant un bloc rectangulaire de zéros en bas & gauche. On Iécrit

sous la forme : .
D
a=(5 %)

ot C' est une matrice p x p, D une matrice p x (n — p), 0 la matrice nulle (n — p) X p, et E une
matrice (n — p) x (n — p). Alors on a :

det A = (det C) - (det E).

Un cas particulier tres fréquent pour les matrices par blocs est le suivant :

ProOPOSITION 24
Soit n > 2. Soit A € ,(K) de la forme :

X ... % Gpp

Alors, on a det A = a,, ,, det A’.

Par itération de ce théoreme, on peut calculer facilement les déterminants de matrices "triangulaires
par blocs”.
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EXEMPLES 25

1 -1 4 3 7T =2
1 2 -2 -3 5 —6
0 0 4 2 -3 7 1 -1 4 2 -2 3
1. det 0 0 -1 -3 5 9 —det[1 2}~det[_1 _3]-det[ 3 _2}
0 0 0 0 -2 3

o o0 0 0 3 -2

2. Comme le déterminant est invariant par transposition, on peut aussi calculer des déterminants
“triangulaires inférieurs par blocs” :

1 1 3 4
det det{1 2]~det{7 8]'

(2 QS S
SN N~
N w OO
o = O O

Le déterminant d’une matrice "diagonale par blocs” est facile a calculer : c’est le produit des
déterminants de tous les blocs.

COROLLAIRE 26
Soit n > 2. Soit 1 <k >n et ny,...,nx € N* tels que ny + ... +ng = n. Soit A € #,(K). Si A
une matrice diagonale par blocs :

A, 0 - 0
0 Ay -~ 0
A= ) ) , avec A; € My, (K),
: : .0
0 0 - A

alors on a det A = Hle det A;.

2.5 Développement d’un déterminant selon une colonne ou une ligne

DEFINITION 27

Soit n > 2. Soit A = (a; ;) € A, (K). Soient ¢,j € [1,n].

On note A; ; le déterminant de la matrice extraite de A obtenue en supprimant la i-ieme ligne et
la j-iéme colonne de A.

Ce déterminant est appelé mineur de A.

Le nombre (—1)"7A; ; est appelé cofacteur de A.

THEOREME 28 (Développement du déterminant selon une colonne)
Soit n > 2. Soit A = (ai,j)m- € %n(K) Ona:

det A= "a;; (1) A, ;, Vj € [1,n]." (développement selon la j-eme colonne de A)
i=1

Démonstration — Admis.

En appliquant ce résultat a la transposée de A, on obtient :

THEOREME 29 (Développement du déterminant selon une ligne)
Soit n > 2. Soit A = (a;)i; € #n(K). On a:

det A = Z ai j(—1)"IA; ;, Vi € [1,n]. (développement selon la i-eme ligne de A)
j=1

EXEMPLE 30 — Pour un déterminant 3 X 3, on a donc : (développement selon la 1-ére ligne)

a1 ai2 Qi3
2,1 Q22 23| =0ai;
as,1 agz2 0as;3

az2 423
as2 ags

a1 a3
a3 ass

az1 Qa2
as,1 asz2

s )
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Mais aussi : (développement selon la 2-éme colonne)

a11 ai2 a3
Q2,1 Q22 23| = —a12
as,;1 agz2 as;3

a1 G23
as,1 as3

ail a3
a3 as;s

ai1 a3
a1 a3

s

3 BILAN DES OPERATIONS SUR LE DETERMINANT

Le déterminant d’une matrice A étant une forme n-linéaire aantisymétrique sur colonnes (ou sur les
lignes) de A, les propriétés que nous avons vues permettent d’énoncer les régles suivantes.

PROPOSITION 31 (Déterminant et opérations sur les lignes/colonnes)
Soit n > 2. Soit A € 4,,(K).

e Si A a deux colonnes (ou deux lignes) identiques, alors det(A) = 0.
e L’échange C; <> C; de deux colonnes de A (ou deux lignes) multiplie son déterminant par —1.

e Si une colonne (ou une ligne) de A est combinaison linaire des autres colonnes (ou des autres
lignes), alors det(A) = 0.

e Si une colonne (ou une ligne) de A est formée de 0, alors det(A) = 0.

e La valeur de det(A) est inchangée si 'on ajoute & une colonne (ou a une ligne) de A une
combinaison linaire des autres colonnes (ou des autres lignes), C; < C; + A\C}.

e Sil’on multiplie une colonne de A (ou une ligne) par A\, C; < AC;, alors son déterminant est
multiplié par A.
Donc, si 'on multiplie la matrice A par A, son déterminant est multiplié par A™.

o Le déterminant d’une matrice triangulaire B est facile & calculer. Il vaut det(B) = mjb; ;.
On peut appliquer des opérations élémentaires sur les lignes de A ou sur les colonnes de A
pour se ramener a une matrice triangulaire, et ainsi calculer rapidement det(A).

e Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs/diagonale par blocs D est facile & calculer.
11 vaut det(D) = II7_, det(D;), ot D; sont les blocs sur la diagonale.

e On peut faire un développement selon une ligne ou une colonne afin d’exprimer det(A4) comme
une combinaison linéaire de déterminants de matrice de taille plus petite (exprimer un det
d’ordre n en fonction de plusieurs det d’ordre n — 1).

En faisait apparaitre beaucoup de 0 sur une seule ligne/colonne, un développement selon cette
ligne/colonne permet de se ramener & calculer le déterminant sur une matrice plus simple.

e Important : Le développement selon une ligne/colonne est une technique totalement indépen-
dante de la méthode du Pivot.
On peut ainsi combiner les deux méthodes dans ses calculs pour calculer plus vite et plus
facilement.

REMARQUE 32 — Ces régles de transformation du déterminant d’une matrice A permettent :
e Soit de prowver que det(A) = 0. (beaucoup plus rapide que le cas ou det(A) #£0)

e Soit de transformer A en une matrice triangulaire/triangulaire par blocs pour obtenir son
déterminant.

e Soit de développer det(A) en une somme de déterminants de matrices plus petites.

REMARQUE 33 (Théoreme de Mathieu) — Un déterminant est soit nul soit non-nul. Ainsi, la
moitié du temps, il faut montrer que det(A) = 0.

Un exemple : Le déterminant de Vandermonde

Il existe des familles de matrices que 1’on rencontre souvent en physique ou en mathématiques, et
dont on veut savoir rapidement si elles sont inversibles ou non.

Pour cela, on calcule le déterminant de ces matrices, qui se factorise en une expression "sympathique”.
Voici I'exemple du déterminant de Vandermonde.
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EXEMPLE 34 — (Déterminant de Vandermonde) Soient n > 0 et xg,x1,...,x, € K. On définit
le déterminant de Vandermonde de (xo,...,x,), noté V(xg,x1,...,2,), par :
1 1 .- 1
1‘0 xl DY xn
2,2 2
V(l‘o,l‘l,...,xn>= To T1 o Ty
rg o xy Ty,
On a alors :

V(zo,Z1y...,Zpn) = H (@i —xj).
Cela montre que :
V(zo,21,...,2,) =0 < 3i,j € [0,n] tels que i # j et x; = ;.

Démontrons cela par récurrence sur n > 1. On définit la propriété H, :
"Soient xg,x1,...,T, €EK. On a :

V(x07x17"'7xn): H (xl_‘/'rj)”

0<g<isn
e Initialisation : Hy est vraie, car pour ro,xr1 € K, on a :

1 1

=1 — Xo-
o X1 0

e Hérédité : Soit n > 2. Supposons que H,_1 est vraie. Soient xg,x1,...,T, € K.

— Siles scalaires xo, x1, . . ., T, ne sont pas distincts deux a deuz, le déterminant V(xo, x1, ..., Tn)

a deux colonnes identiques et est donc nul. Dans ce cas V(xo,Z1,...,2n) = [[ (z:—
o<y<isn

a:j) =0.

— Si les scalaires xg, x1, ..., T, sont distincts deux a deux, on développe ce déterminant par
rapport & la derniére colonne. Cela montre que la fonction f :x— V(xg,21,...,Tpn—1,2)
est une fonction polynomiale en x, de degré inférieur ou égal a n, et dont le terme de
degré n est :

V(zo,z1,. .., Tp-1)x".

D’aprés Hy,_1, on a :

V(l‘o,l‘l,...,.’lﬁnfl) = H (mi—xj)

0<j<i<n—1

Cette quantité est donc non nulle car xg,x1,...,Tn_1 sont deux a deux distincts. Ainsi,
f est une fonction polynomiale de degré n.
Or,  admet comme racines xo, T1,...,Tn—1 car pour tout i € [0,n—1], la quantité f(z;)

est un déterminant admettant deux colonnes identiques. On connait donc toutes les
racines de f. Cela donne :

n—1
V(zo, 21, y&n_1,2) = V(x0,T1,. .., Tn_1) H(x —x;), Ve € K.
§=0
Ceci implique :
n—1
Vzgg,er,.en) = [ (@i—a) [[@a—2))= [ @i-a),
0<j<i<n—1 §=0 0<j<i<n

ce qui montre que H,, est vraie, ce qui termine la récurrence.
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4 DETERMINANT ET ALGEBRE LINEAIRE

4.1 Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

DEFINITION 35 (Déterminant d’une famille de vecteurs)

Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Soit (u1,us,...,u,) une famille de n vecteurs de E. Soit A la
matrice des coefficients de (uq,...,u,) dans la base B.

On définit le déterminant dans la base B de (uq,...,u,), par detg(uy, us, ..., u,) = det(A).

Le déterminant d’une famille de vecteurs dans une base B est égal au déterminant de la matrice de
ces vecteurs dans la base B.

PROPOSITION 36 (Déterminant et bases)

Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Soit (u1,us,...,u,) une famille de n vecteurs de E.
Alors, on a detg(uy, ua,...,u,) # 0 si et seulement si (uq,...,u,) est une base de E.
La famille (ug,...,u,) est liée si et seulement si detg(ui,us, ..., u,) =0.

4.2 Déterminant d’un endomorphisme

PROPOSITION-DEFINITION 37

Soient £ un K-e.v. de dimension n et f : E — E un endomorphisme. Soit B une base de E.
Soit Matg(f) la matrice de ’endomorphisme f dans la base B.

On définit le déterminant de 'endomorphisme f par : det(f) = det(Matp(f)).

Ce nombre ne dépend pas de la base B choisie.

Preuve — Soient B, B’ deux bases de E. Soit P la matrice de passage de B vers B’.

Alors, on a Matg/(f) = P~*Matg(f)P.

En prenant le déterminant, cela donne : det(Mat g/ (f) = det(P~'Matg(f)P) = det(P~1) det(Mat g (f)) det(P).
Comme det(P~1) = ﬁ(i")’ on obtient det(Matg/ (f) = det(Matg(f)).

Cette quantité ne dépend donc pas de la base choisie. O

EXEMPLES 38
1. Pour B une base de E, on a detIdg = detg(Idg(B)) = detp(B) = 1.

2. Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Soit s la symétrie par rapport a F

parallélement o G. Soien (e1,ea,...,€ep) €t (€pt1;€pta;--.,en) des bases de F' et de F'. Alors
B=(e1,ea,...,e,) est une base de E |, et on a :
det s = det = det — e, =
ets g (8(61)7 78(671)) g(elv »€py —Ep+1, ) en)

= () = (1)
PROPOSITION 39
Soient F un K-e.v. de dimension n et f,g: F — E deux endomorphismes. Alors :
1. On a det(Af) = A" det(f), VA € K.
. On a deg(f o g) = det(f) det(g).
. On a det(f) = 0 si et seulement si f n’est pas bijective (pas un isomorphisme).

. Si f est un isomorphisme, on a det(f~!) = #(f)'

=W N

Démonstration — Cela découle des propriétés du déterminant sur les matrices.
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Bilan du contenu nécessaire 4 maitriser :

e Définition du déterminant comme forme n-linéaire alternée. Savoir utiliser la linéarité pour
faire des calculs de déterminant. Une matrice est inversible si et seulement si det(A) # 0.

e Déterminant et opérations élémentaires sur les colonnes/lignes. Utiliser la méthode du Pivot
pour calculer un déterminant.

e Déterminant d’un produit de matrices, déterminant de A~!.
Déterminant de matrices 2x2 ad — be.

e Déterminant de matrices triangulaires/diagonales par blocs.
e Développement d’un déterminant selon une colonne ou selon une ligne.

e Savoir calculer le déterminant d’une matrice en utilisant toutes ses propriétés. Savoir faire
attention aux erreurs dans les calculs de coefficients.

e Exemple : Déterminant de Vandermonde.

e Définition du déterminant d’une famille de vecteurs dans une base. Son déterminant est nul
ssi la famille est liée.
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