LYCEE DU DIADEME

TERMINALE ANNEE 2022-2023

INTRODUCTION A LA CPGE
MATHEMATIQUES

Exercice 1.

Simplifier :
1-14+1)(2-242).
2+04+2+1)—(2x0x2x1).

(r+1)2 = (22 - 1).
a-(=H"
.

(1+14)3.
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Factoriser :

1.
2.

10.
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4z% — 9.

xt + 222 + 1.
325 — 22,

2In(3) — 41In(2)

In(4) — In(3) + In(v/2).
(€2%)3 x =42

z? — 10.

3 —1
rt+1

1 —
1+x

dans R et dans C).
dans R et dans C).
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=
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Exercice 2. Dire si les énoncés suivants sont vrais ou faux.
Si I’énoncé est vrai, le montrer. Si I’énoncé est faux, le montrer.

1 1 _ 2
Ona g+ 5= 5%

Si 22 =0 alors 2 =0.

1 _ V2
Onaﬁ—T.
On a e =0.
Ona1/0=0.

Pour n € N, on a (—1)" = —1".
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.Onaa?=2=a=+2.

On a a + b =5 implique a? + b? = 25.
Onae*+e =2« a+b=In(2).
Onaln(a)+In(b) =1« a+b=el.

PourneNona (1—-(-1)")=2.

12.
13.
14.
15.

On a (a +b)3 = a® + b?, pour tous a,b € R.

Le nombre de fagons d’ordonner n éléments est (n—1)! = (n—1) x (n—2) x

On a2zy < (z + )2
On a zy < (2% + ¢?).

LoX2x 1.

_ b
fa+—x+4.

16. On a 4zy < (22 + y?).
17. Si une suite est convergente, alors elle est croissante et majorée.
18. Si une suite est croissante et majorée, alors elle est convergente.
19. Onae®* —e ® =0.
20. On a cos(0) = cos(27) = 1, cos(z) + sin(z) = 1.
Exercice 3.
1. Factoriser la fonction polynomiale fi(z) = 2® — 322 + 5z — 3.
2. Factoriser la fonction polynomiale fo(x) = 23 + 422 + 22 — 1.
3. Montrer qu’il existe a,b € R tels que pour tout © € R, z # 1, on a i—ﬂ =a+ fil.
4. Montrer qu'’il existe a,b € R tels que, pour tout z € R\ {—4} on a 2;_:43
5. Soit (), la suite définie par xo = 1 et X101 = zp, + Tp—1 + ... + 2o, pour tout
n > 0.
Calculer les premiers termes de la suite (2, ).
Montrer que pour n > 1 on a x, = 2".
Exercice 4.
1. Résoudre 3z +5 =2z — 7.
2. Résoudre I’équation x* — 322 + 2 = 0.
3. Résoudre I’équation e2* 4 e* — 1 = 0. On pourra poser Y = e”.
4. Résoudre i—ﬁ =1.
5. On pose z,, = \/ﬁj/m, pour n > 0.
Montrer que z,, > 0, puis que x,, =n— 400 0.
6. Déterminer la limite de vn2 +n — v/n2 + 3 quand n — +oc.
7. Montrer que e? — e~ %/2 = 6;721, pour tout z € R.

’ xz —
Résoudre e? — e~ %/2 = ().

8. Résoudre l'inéquation 2z — 7 < 8 — 5z.

9. Résoudre 'inéquation e* > z + 6.

10.

z(z+1)

. v .
Résoudre l'inéquation =5+~ < 0.

Exercice 5. Soit z € R.

e En utilisant une identité remarquable, montrer que
e Puis, montrer que

z 1
| z2+1 < 2"
€L =1
z2+1 2 2



Exercice 6.

1. Quel est le plus grand de ces nombres : %, 1%, 0, 30303, trente-trois centiemes.

2. Pour a > b > 0, lequel de ces nombres est égal & /a — Vb Va+b, Va—b,
Va+b+2vVab, Va+b— 2vab.

3. Soit f(z) = ax? — 4 avec a # 0. Sachant que f(f(1)) = —4, que vaut f(2) : —4, 0, 1,
2, 12.

4. Quel est I’ensemble des nombres réels a tels que 22 + ax + a = 1 possede deux
solutions distinctes ?

5. Que valent 70% de 30 moins 30% de 707

6. Une quantité x augmente de 30%, puis diminue de 30%, puis diminue de 50%. Quelle
est la quantité obtenue ?

7. Lefort effectue une montée de 2700 m de long en 31 min. Une partie & pied a 2km par
heure, le reste en vélo & 12km par heure. Combien de temps, en minutes, marche-t-il :
17, 19, 21, 23, 25.

8. La somme des longueurs des trois cotés d’un triangle rectangle vaut 18 tandis que
la somme de leurs carrés vaut 128. Quelle est I’aire de ce triangle ?

9. Soient a, b, c trois entiers tels que ab = 12, bc = 24, ca = 32. Que vaut abc?
10. Soient z,y € N* tels que x + y + zy = 340. Combien vaut z +y 7
Exercice 7.
3 vaches et 5 chevres produisent en 3 jours autant de lait que 4 vaches et 2 chevres en 5
jours.
Qui produit le plus de lait chaque jour, une vache ou une chevre ?
Exercice 8.

z . 7 . 1
1. Donner I'écriture algébrique de 5.
2. Donner ’écriture algébrique de %

[P 1o 3+i
3. Donner I'écriture algébrique de £=3-.

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 9. Pour n un entier naturel non-nul, on note n! le nombre n x (n — 1) x (n —
2) X ... x2x1.

Quel est le plus petit entier naturel n non-nul dont le produit avec 12! est un carré
parfait ?

Exercice 10. Soit C un carré.

Pour n € N* un entier, on dit qu’on peut découper C en n carrés si on peut trouver une
partition de C (un découpage de C) en n carrés, carrés qui ne sont pas forcément de la
méme taille.

1. Montrer qu’on peut découper le carré C en 4 carrés, en 6 carrés, en 7 carrés et en 8
carrés.

2. Soit n > 1. Montrer que si on peut découper le carré C en n carrés, alors on peut
découper C en n + 3 carrés.

3. Montrer que pour tout n > 6, on peut découper C en n carrés.

4. On ne peut pas découper C en 2, 3 ou 5 carrés.
Démontrer cela, en essayant d’étre le plus rigoureux possible.
Quel type de raisonnement utiliser ?

Exercice 11. (*) Le banquet des lycéens de Tahiti réunit 2023 éleves. Pour le dessert, on
découpe et distribue un gros giteau (par ordre d’age décroissant) de la maniere suivante :
e Le ler a 1/2023 du gateau;
e Le 2eme a 2/2023 du reste;
Le 3eme a 3/2023 du reste du reste;

e Le 2022eme a 2022/2023 du reste restant ;
e Le 2023eme a tout ce qui reste a la fin.

e Déterminer la proportion de gateau regue par chaque éléve, en fonction de sa position
k parmi les 2023. On commencera par les premiers éleves.

e Déterminer 1’éléve qui a regu la plus grosse part morceau de gateau. On pourra comparer
les parts de giteau entre le keme éleve et le (k 4 leme éleve.



