LYCEE DU DIADEME PTSI, ANNEE 2024-2025

FEuILLE DE TD N° 15

Analyse asymptotique

Exercice 1. Déterminer un équivalent simple de la suite dont le terme général
est :

1.oup =v/n—+vn+1
2. v, =In(n+1) — In(n)

1
3. w, =nn.

. In(n+1)—Inn
" vVn+1l—+/n

_ In(n+1) In(n) ~ 4 .
5. t, = = 71° — —, (on pourra mettre au méme dénominateur)

6. s, = ""v/n+1— {/n (on pourra utiliser 2 = exp(In(z)))

Exercice 2. Calculer les développements limités suivants :

DL4(0); f(z) = 14%1 —2In(1+ ) o DL,(0); f(z) = sin(x)? cos(z)
DL5(0); f(z) = exp(mQ)z— (523 +22+3) o DL4(0); f(x) = tan(2z)

DLy (0); f(x) = (24 )3 o DL5(0); f(z) = In(5 + 2?)
DL3(2); f(z) = exp(5 + 3z) o DIL3(0); f(z) = \/cos(x)
DL4(0); f(z) = (1 +sin(z))” o DILy(1); f(z) = elmrctan(Qm)
DL (O3 (o) = s — 7 o DL () = 21D
DL (0) f() = 5o o DLy(2): f(x) ="

Exercice 3. Déterminer un équivalent en +oo de la suite dont le terme général
est :
L. up, = (1+ 2)", pour a € R.
On pourra utiliser le fait que x = exp(ln(x)), Y& > 0.

(n + 1)1/2 _ n1/2

2. v, =

n
On pourra faire apparaitre une fraction et utiliser I'identité remarquable
(a—0b)(a+b)=a®—b?

3. wy = (nw —1)
4. zp = (nw —1)"
5 o (3nt3 "
U=\ Tn 1

On pourra utiliser la question 1).

Exercice 4. Etudier le comportement des fonctions suivantes (prolongement,
continuité, existence de tangente, et position relative) & 'endroit indiqué :

1. f(x) = In(1 + z + 2?) au voisinage de 0.
2 ()= "
3. f(z) =

Exercice 5. Déterminer la limite des suites (uy),, suivantes :

/ 1
1. up, =n ln<1+n2—+1)

2. uy = (1 + sin l)n

n

n\/n—i-l
3 Uy = —————

(n+1)vn
Exercice 6. Déterminer un équivalent simple de chacune des suites suivantes.

n? +e 2" 4+ vVnd
In(2n) +2n—3

2. u, = (n+3In(n))e” "+

n?+1
3. up,=In| ——
u H(HQH)

4. up=vVn2+n+1—-vn2—n+1

Donner, si elle existe, leur limite pour n — +o0.

au voisinage de 0.

sin(cos(3z))—1 i,
M au voisinage de 0.

1. u, =




Exercice 7. Calculer a I'aide de développements limités les limites suivantes.

1 ¢ =
° lim z—22In (1 + > e lim (an(m))
x——+00 x x—0 X

e* —x — cos(x)

o lim— 0 o lim Va?+3r+2-x
x—0 x r—+00 ,
1 1 1\\*
o lim— — —5— ° lim (ch(—
z—0 3 sin (x) r— 400 x

Exercice 8. Soient «, 8, € R. On définit la suite (uy,), par :

1

en

Up = T
en —

L. o
) +E(0m + Bn+7)

3=

A Taide d’'un DL3 en %, calculer un développement asymptotique de — 5
en —
En déduire les valeurs de « telles que la suite (uy,), converge, et déterminer sa
limite.

Exercice 9. Soit (u,), une suite décroissante de réels vérifiant u,, + up+1 ~ —.

Montrer que les u, sont positifs. (On raisonnera par l’absurde)

Montrer que la suite converge, et que sa limite vaut 0.

Donner un équivalent simple de u,,.

Le résultat reste-t-il vrai si la suite n’est pas supposée décroissante ? (Si nomn,
on pourra chercher un contre-exemple)

Exercice 10. Déterminer des équivalents des fonctions suivantes.
1. 2 + In(cos(z)) en 0
2.z (z+1)"—2"en0
3. o+ /In(z + 1) — In(z) en +o0

1
4. x cos(@) — tan(z) en g (poser x = § 4 u)

On pourra s’aider de DL (a l'ordre 1,2 ou 3) pour trouver les équivalents.

Exercice 11. Calculer les développements limités suivants :

e DLy(0); f(z) = /3 + cos(x) e DL;(0): f(x) = tan(z)
e DL3(0); f(z) = y/cos(z) — cos(y/z) e DL3(0); f(z) = (@

Exercice 12. On considere, pour tout entier naturel n, la fonction f, : z +—
2% + nx +n.

1. Montrer que I’équation f,(z) = 0 posséde toujours une unique solution
Uy, sur R.

2. Montrer que —1 < u,, <0.

3. Montrer que la suite (uy), est décroissante.

4. Prouver que lim wu, = —1.
n—-+oo
1
5. A Taide de la question précédente, montrer que u,, +1 = -1+ — + 0(%).
n
. 1 3 1
6. Puis, montrer que que u, = -1+ ——-—+o| — |.
n o n n



