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■ Pour commencer . . .

Exercice 1.

On considère l’application f :
R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (y + z, x+ z, x+ y)
. Montrer

que f est un automorphisme de R3 et déterminer la bijection réciproque f−1.
Vérifier que f−1 est une application linéaire.

• Tout d’abord, il est clair que f est un endomorphisme de R3.

• Soit (u, v, w, ) ∈ R3, on a y + z = u
x+ z = v
x+ y = w

⇐⇒
L3←L3−L1

 y + z = u
x+ z = v
x− z = w − u

⇐⇒
L3←L3+L2


y = v−u+w

2
z = u+w−v

2
x = w−u+v

2

.

L’équation f(x, y, z) = (u, v, w) a une et une seule solution (x, y, z) pour tout (x, y, z) ∈
R3 donc f est bijective et sa bijection réciproque est

f−1 :
R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→
(
w−u+v

2
, v−u+w

2
, u+w−v

2

) .

f−1 est clairement une application linéaire.

Exercice 2.

Soit f :
R2[X] −→ R2[X]
P (X) 7−→ P (X + 1)− P (X)

et B = (1, X,X2) la base cano-

nique de R2[X].

1. Vérifier que f est une application linéaire.

2. Déterminer le noyau de f .

3. Déterminer l’image de f .

4. Donner la matrice de f dans la base B.
5. Soit B′ = (1, X − 1, (X − 1)(X − 2)). Montrer que B′ est une base de

R2[X] et donner MatB′(f).

1. On a

f(P + λQ)(X) = (P + λQ)(X + 1)− (P + λQ)(X)

= P (X + 1)− P (X) + λ (Q(X + 1)−Q(X))

= f(P ) + λf(Q).

Donc f est linéaire.

2. Soit P = aX2 + bX + c, on a

f(P ) = 2aX + a+ b,

donc f(P ) = 0 si et seulement si a = b = 0, c’est-à-dire kerP = R l’ensemble des
polynômes constants.

3. On déduit aussi de cette formule que Imf = R1[X].

4. On a f(1) = 0, f(X) = 1 et f(X2) = 2X + 1 donc

MatB(f) =

0 1 1
0 0 2
0 0 0

 .

5. Les polynômes 1, X−1 et (X−1)(X−2) ont des degrés échelonnés donc ils forment une
famille libre. Par dimension, c’est une base de R2[X]. On a alors f(1) = 0, f(X−1) = 1
et f((X − 1)(X − 2)) = 2(X − 1) donc

MatB′ (f) =

0 1 0
0 0 2
0 0 0

 .

Exercice 3.
Soit E, F deux espaces vectoriels et u ∈ L(E,F ). Soit G un supplémen-

taire de keru dans E. Montrer que l’application g :
G −→ Imu
x 7−→ u(x)

est un

isomorphisme.

g est bien une application linéaire.



• Montrons que g est injective. Soit x ∈ ker g, on a alors x ∈ keru ∩G = {0}.
• Montrons que g est surjective. Soit y ∈ Imu, il existe x ∈ E tel que u(x) = y.

Puisque G ⊕ keru = E, il existe xG ∈ G et xK ∈ keru tels que x = xG + xK . Donc
y = u(xG + xK) = u(xG) = g(xG) ∈ Im g.

■ Pour aller plus loin . . .

Exercice 4. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E tel que pour
tout x ∈ E, la famille (x, f(x)) est liée.

1. Montrer que pour tout x ∈ E, il existe λx ∈ K tel que f(x) = λxx.

2. Si E est de dimension finie, en déduire que f est une homothétie (c’est-à-
dire qu’il existe λ ∈ K tel que pour tout x ∈ E, f(x) = λx).
On pourra commencer l’étude en dimension 1 puis 2.

3. Montrer que le résultat est toujours vrai en dimension infinie.
On pourra considérer deux éléments x, y ∈ E et comparer λx et λy selon
que (x, y) est liée ou libre.

1. Soit x ∈ E, si x = 0 alors f(x) = 0 donc tout λ0 ∈ K convient. Sinon, la famille (x, f(x))
est liée donc il existe a, b ∈ K avec (a, b) ̸= (0, 0) tels que ax+ bf(x) = 0. Or x ̸= 0
donc b ̸= 0. Ainsi λx = − b

a
convient.

2. Si E est de dimension n ∈ N∗, prenons (e1, . . . , en) une base de E. Pour k ∈ J1, nK,
on note λk ∈ K tel que f(ek) = λkek. Soit e = e1 + . . . + en, on a alors f(e) =
λee1 + . . . + λeen, mais aussi f(e) = f(e1) + . . . + f(en) = λ1e1 + . . . + λnen. Par
unicité des coordonnées dans une base, λe = λ1 = . . . = λn. Donc finalement, pour
tout x ∈ E, f(x) = f(x1e1 + . . .+ xnen) = x1λ1e1 + . . .+ xnλnen = λex.

3. Soit x et y deux vecteurs non nuls de E.

Supposons d’abord que (x, y) est liée donc x = µy avec µ ̸= 0. On a alors f(x) = λxx =
λxµy et f(x) = f(µy) = µf(y) = µλyy. On en déduit que λx = λy .

Supposons maintenant que (x, y) est libre. On a f(x+ y) = λx+y(x+ y) et f(x+ y) =
f(x) + f(y) = λxx+ λyy donc (λx − λx+y)x+ (λy − λx+y)y = 0. La famille est libre
donc λx = λy = λx+y .

Dans tous les cas, on obtient que λx = λ pour tout x ∈ E.

■ Un peu d’Algèbre . . .

Exercice 5.
Effectuer les divisions euclidiennes suivantes :

1. X3 −X2 +X − 1 par X + 1

2. X4 − 3X3 + 2 par X2 + 2

3. 3X5 + 2X2 +X − 4 par X2 +X + 1

4. Xn − 1 par X − 1, pour n ≥ 1

1. On a X3 −X2 +X − 1 = (X2 − 2X + 3)(X + 1) + (−4)

2. On a X4 − 3X3 + 2 = (X2 − 3X − 2)(X2 + 2) + (6X + 6)

3. On a 3X5 + 2X2 +X − 4 = (3X3 − 3X2 + 5)(X2 +X + 1) + (−4X − 9)

4. On a Xn−1 = (X−1)(1+X+ . . .+Xn−1). Donc le quotient de la division euclidienne
vaut 1 +X + . . .+Xn−1 et le reste vaut 0.

Exercice 6.
Soient a ∈ K et P ∈ K[X].
• Déterminer le reste de la division euclidienne de P (X) par X − a.
• Montrer que l’on a X − a | P si et seulement si P (a) = 0.
• Soit b ∈ K. Montrer que l’on a (X − a)(X − b) | P si et seulement si
P (a) = P (b) = 0.

• Soit P (X) = Q(X)(X − a) +R(X) la division euclidienne de P par X − a.
On a deg(R) < 1, donc R(x) = b avec b ∈ K.
D’après les propriétés des fonctions polynômiales, on a :

P (a) = Q(a)(a− a) + b = 0 + b = b,

donc on a R(X) = b = P (a).

Le reste de la div. eucl. de P par (X − a) est P (a).

• Le polynôme X − a divise P si et seulement si le reste dans la division euclidienne de

X − a par P vaut 0, si et seulement si P (a) = 0.

• Si P (X) = Q(X)(X − a)(X − b), on trouve alors que P (a) = Q(a)(a− a)(a− b) = 0 et

P (b) = Q(b)(b− a)(b− b) = 0.

Réciproquement, supposons que P (a) = P (b) = 0.

On a donc (X − a) | P , donc P (X) = Q1(X)(X − a).

Comme P (b) = 0, on a 0 = Q1(b)(b− a). Donc, on a Q1(b) = 0.

Ainsi, (X − b) divise Q1, d’où Q1(X) = Q2(X)(X − b).

On obtient alors P (X) = Q2(X)(X − b)(X − a).

Exercice 7.
Soient n > p > 0 et P ∈ K[X] avec deg(P ) = p.
On pose F = {Q ∈ Kn[X] tels que P | Q}.
Déterminer dim(F ).



Soit Q ∈ F . On a donc R ∈ K[X] tel que Q = RP .

On a ainsi deg(Q) = deg(P ) + deg(R).

Comme Q ∈ Kn[X], on a donc deg(R) ≤ deg(Q)− deg(P ) = n− p.

Réciproquement, pour tout R ∈ K[X] tel que deg(R) ≤ n−p, on a deg(RP ) ≤ p+(n−p) ≤ n,

et RP est un multiple de P .

On a donc F = {RP, avec R ∈ Kn−p[X]}. Ainsi, la famille (P (X), XP (X), . . . , Xn−pP (X))

est contenue dans F .

Cette famille est échelonnée en degré donc est libre.

De plus, cette famille est génératrice de F car (1, X, . . . , Xn−p) est une base de Kn−p[X].

Donc, cette famille est une base de F , et dim(F ) = n− p+ 1.


