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B Pour commencer . . .

Exercice 1. Soit E un K-espace vectoriel. Soit v € L(E).
1. Montrer que Ker (u) C Ker (u?) et Imu? C Imu.

2. Montrer I’équivalence
Ker (u?) = Ker (u) <= Ker (u) N Imu = {0}.
3. Montrer ’équivalence
Imu? = Imu <= Ker (u) + Imu = E.
4. Supposons que E est de dimension finie. Montrer que

Ker (u) ® Imu = E <= Ker (u?) = Ker (u) += Imu® = Imu.

Exercice 2. Soit n € N*. On définit
¢ . Rn[X} — Rn[X}
) P — P(X+1)—P(X) "

1. Calculer ¢(X*) pour tout k € [0,n].
2. En déduire Ker (¢).

3. Déterminer Im ¢.

Exercice 3. Soit E un K-espace vectoriel et soit u € L(E) tel que u? + u —
2ldg = 0.
1. Montrer que u est inversible et calculer u 1.
2. Montrer que Ker (u — Idg) et Ker (u 4 2Idg) sont en somme directe.
3. Montrer que (u —Idg) o (u+2ldg) = (u+ 2Idg) o (u — Idg) = 0.
4

. En écrivant « = % (u(x) + 2x) — 3 (u(x) — =), montrer que Ker (v — Idg) &
Ker (u+2Idg) = E.

Exercice 4.

1. Soit n € N*| soit x, ..., x, des éléments de K différents deux a deux. En
K,.[X] — Krt!

P —  (P(xg),...,P(x,)) "’
montrer que pour tout (Yo, ..., ¥y,) € K1, il existe un unique polynéme
L de degré inférieur ou égal & n tel que pour tout i € [0,n], L(x;) = y;.

étudiant I'application linéaire ¢ :

2. Soient a, b, ¢ trois réels distincts et soit (o, 3,7v,d) € R*. Montrer qu’il
existe un unique polynéme P € Rs[X] tel que P(a) = a, P(b) = S,
P(c) =~ et P'(c) =4.

Exercice 5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u, v € L(FE)
deux endomorphismes de E tels que

E =Ker (u) + Ker (v) =Imu + Imo.

Montrer que les deux sommes sont directes.

W Un peu d’Algebre . . .

Exercice 6.

Calculer les pged suivants :
1. pged(X* —3X3 +5X +2,(X —2)(X —3))
2. pged( X" -1, (X -1)"),n>1
3. pged(X™ —nX — 1, (X" —nX —-1)),n>1
4. pged((X — 2)2(X —3), (X — 22(X - 3)))



Exercice 7.
Factoriser les polyndémes suivants. Dire si le polynome est irréductible, scindé,
a racines simples.

1. X? —3X +1 dans R[X]

X3 —2X? + 1 dans Q[X]

X™ — 2" dans C[X], pour z # 0 et n > 1.
X*+ 1 dans Q[X], dans R[X] et dans C[X].

X3 +15X — 5 dans Q[X]. (on pourra chercher I'ensemble des racines de
ce polynéme sur Q)

CUk N

Exercice 8.

1. Soit n > 1. Le polynéme P(X) = >} _, %X’“ a-t-il des racines multiples ?
2. Soit P € R[X] non-nul tel que P’ | P. Montrer que P ne posséde qu’un
seul facteur irréductible P;.
Que peut-on dire sur deg(Py)?.

Trouver tous les polynémes P € K[X] non-nuls tels que P’ | P.

n ()
3. Soit @ € R[X], de degré n. Montrer que Q(X +1) =", _, Q kk!(X). (On
pourra utiliser des applications linéaires, ou des bases.)




