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B Pour commencer . . .
Exercice 1.
Dans R?, déterminer la dimension des sous-espaces vectoriels suivants :
1. Fy = vect(ug,ug) onug = (1,1,0) et ug = (2,1,1).
2. Fy =vect(vy,vg,v3) ot vy = (—1,1,0),ve = (2,0,1) et v3 = (1,1,1).
3. F3={(z,y,2) € R¥/x — 2y + 32 =0}.
4. F, = vect(zy,x9,23) ou 17 = (1,1,1,1), 9 = (1,—1,1,—1) et x5 =
(1,0,1,1).
5. F5 = vect(xy,xo,x3,24) o 1 = (1,1,0,1), 20 = (1,—-1,1,0), z3 =
(2,0,1,1) et x4 = (0,2,—1,1).
Quelle est la dimension de Fy + Fy et de Fy N Fy 7

1. La famille (u1,u2) est génératrice de Fj. C’est également une famille libre car les
deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Par conséquent, (u1,u2) est une base de F et
dim F = 2.

2. On remarque que v + v2 = v3. On a donc Fa = vect(v1,v2). Comme dans la question
précédente, la famille (v1,v2) est génératrice et libre (car les deux vecteurs sont non
colinéaires). C’est donc une base de F» et dim Fp = 2.

3. Ona:
(r,y,2) EF3 & x—2y+32=0
& r=2y—3z
& (z,y,2) =y(2,1,0) + 2(—3,0,1).

Donc F3 = vect((2,1,0),(—3,0,1)) et la famille ((2,1,0),(—3,0,1)) est libre. Par
conséquent, c’est une base de F3 et dim F3 = 2.

4. Montrons que la famille (z1,x2,23) est libre. Soient A1, A2, A3 € R tels que A\iz1 +
Aax2 + Az3z3 = 0. Cette équation est équivalente au systéme :

Al 4+ X2 + A3 = 0 _
A = 0
Al — A9 = 0
= A2 = 0
A+ A2+ X3 = 0 v = 0
M — X + X =0 3=

La famille (z1,x2,23) est libre et génératrice de Fy, c’est donc une base de F4. On en
déduit que : dim Fy = 3.

5. On remarque que 1 + 2 = z3 et que 1 — 2 = x4. On a donc F5 = vect(x1,x2).
(z1,x2) est une famille génératrice et libre (car les deux vecteurs sont non colinéaires),
c’est donc une base de F5. On en déduit que dim F5 = 2.

On sait que la famille (u1,u2,v1,v2) est génératrice de Fi + F2. On sait aussi que dim F; +
F» < dimR3 = 3 donc cette famille doit é&tre liée. On voit en effet que vo = ug — %(ul +v1).
On peut alors vérifier que la famille (u1,us2,v1) est libre, et donc dim(F; + Fz) = 3. Par la
formule de Grassmann, on obtient dim(F; N F») = 0. Ainsi F; et F» sont supplémentaires.

Exercice 2.
Soit n € N* et (uk)
0<k<n,

. . N .
0<h<n UD€ famille de suites de K" telle que : pour tout

(W) £0 et Vp >k, (u¥), =0.

Montrer que la famille (u*) est une base de K, [X].

0<k<n

Montrons que la famille est libre. Soit (Ao, ..., An) € K"t1 tels que 37_, Apu® = 0. Pour
tout k <n —1, (u¥), = 0 donc on a A\p(u™), = 0, ce qui implique A\, = 0 car (u™), # 0.
On obtient donc ZZ;& Aru* = 0 et on peut prouver par récurrence que A\g = - -- = Ap, = 0.

La famille est donc libre et contient n+1 vecteurs dans I'espace Ky, [X] qui est de dimension

n + 1. Donc c’est une base.

Exercice 3. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, avec dim £ = n.

1. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que dim F+dim G > n.
Montrer que F NG # {0}.

2. Soient H; et Hs deux hyperplans distincts de E. Déterminer dim(H; N Hy).

1. La formule de Grassmann donne
dim FNG =dim F +dim G — dim (F + G) > n —dim (F + G) > 0.
Donc dim FF N G > 0, c’est-a-dire F NG # {0}.



2. Onan—1<dim(H; + H2) <n.

e Sidim(H; + H2) =n—1, on a Hy et Ha des sous-espaces vectoriels de Hy + Ha
avec dim H1 = dim Ho = dim(H1 + H»). Donc Hy = Hi + Ha = H>, ce qui est
exclu.

e On a donc dim(H1 + H2) = n et donc dim(Hi N Hy) = dim Hy + dim Hy —
dim(Hy + H2)=n—14+n—1—-n=n-—2.

Exercice 4. On définit pour k € N* la fonction fj : « — sin(kz). Montrer que
pour tout n € N*| la famille (f1,..., f,) est libre dans F(R,R).

Montrons la propriété par récurrence sur n.

o Initialisation : Si n = 1, la famille (f1) est libre car f1 n’est pas la fonction nulle.

e Hérédité : Soit n > 1, supposons que la famille (f1,..., fn) est libre. Soit A1,..., An4+1 €
R tels que A1 f1 + ...+ An+t1fn+1 = 0, c’est-a-dire que pour tout =z € R,
n+1
Z Ak sin(kz) = 0. (1)
k=1

Dérivons deux fois cette égalité : pour tout = € R,

n+1
> k*Agsin(kz) = 0. (2)

k=1

Faisons la différence (2)—(n + 1)2(1) : pour tout = € R,

n+1 n

D> (k= (n+ 1)) Agsin(kz) = Y (k* = (n+ 1))\ sin(kz) = 0.

k=1 k=1
Or par hypotheése de récurrence, la famille (f1,..., fn) est libre, donc on obtient
A1 =+ = Ap = 0. Il reste donc \y,41frn+1 = 0 et donc Ap41 = 0.

Exercice 5. Dans le R-espace vectoriel E = C°(R,R), on considére :

F:{feE| /Olf(t)dtzo}.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E et trouver un supplémentaire
de E.

e La fonction nulle appartient & F et par linéarité de 'intégrale, F' est stable par
combinaison linéaire. Donc F' est un sev de E.

e On note G 'ensemble des fonctions constantes sur R. C’est un sous-espace vectoriel de
E.

Soit f € FNG. La fonction f est constante égale & a € R. De plus, a = fol f)dt = 0.
Donc la fonction f est la fonction nulle. D’ott F NG = {0}.

Soit f € E. On note g la fonction constante qui & tout ¢ associe fol ft)dtet h=f—g.
Par construction, la fonction appartient & G, la fonction h appartient & F' et f = h +g.
Dou F® G = E.

Finalement, F' et G sont supplémentaires.

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 6.

Pour a, b € R, on définit la fonction f,p :  +— acos(x + b). Soit E =
{fap | a,b € R}. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R) et en
donner une base.

e Soient (a,b), (a’,b’) € R2, soit x € R, on a
Ja,b(®) + for b (x) = acos(z + b) + a’ cos(z + b')
= a(cosxcosb —sinzsinb) + a’ (Cosxcos b — sinz sin b')
=cosx (acosb +a’ cos b/) —sinz (asinb + a’sin b/) .

Soit A = (acosb+ a’ cosb’), B = (asinb+ a’sind’) et C = /A2 + B2, il existe § € R
tel que cos @ = g et sinf = %. On obtient alors

fap(x) + for pr(x) = C (cosz cos @ —sinxsinf) = C cos(x + 0) = fo,0(x).

Donc E est stable par addition. De plus, si A € R, on a Afg 5 = faa,». Enfin, la fonction
nulle appartient & E. Donc E est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

e On a vu que toute fonction f, ; est combinaison linéaire de cos et sin. Or la famille
(cos, sin) est libre donc c’est une base de E.

Exercice 7. Soit H = {(z,y,2,t) e K* |z +y+2z+t=0} et e = (1,1,1,1).
1. Donner une base du sous-espace vectoriel H et sa dimension.
2. Montrer que H et vect(e) sont supplémentaires.

3. Sia € K*\ H, montrer que H et vect(a) sont encore supplémentaires.




1. On a

H= {(a:,y,z,t) |t: —$—y—Z}
= {(w>y7z1_$_y_z) ‘ (IZ,'y,ZGK}
= {IE(I,O, 07 _1) + y(o) 1:07 _1) + 2(070’ 17 _1) ‘ T,Y,2 € K}
= vect ((17 Oa 07 71)7 (07 1707 71)’ (0’ 07 17 71)) .

Donc H est un sous-espace vectoriel de K% engendré par la famille
((1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)). On peut montrer que cette famille est libre,
c’est donc une base de H. On a ainsi dim H = 3, c’est-a-dire que H est un hyperplan
de K4,

2. On a vect(e) = {(z,y,z,t)eK*|e=y=2=1t} donc H N vect(e) =
{(z,y,2,t) eK* |z +y+2z+t=0et x =y =2z=1t} = {0}. Donc H et vect(e) sont
en somme directe.

Soit (z,y,2,t) € K*, on cherche A, pu,v,v € K tels que

T 1 0 0 1
Yyl _ 0 1 0 1
7Moo [T o [T | T )
t —1 —1 -1 1
c’est-a-dire
A +y =z (L) A =z—n (
p v =y (L2) peo=y= (
v +y =z (L3) Li=Li+Ly+Ls+La v o=z—v (
A —u v +y =t (La) v =z+y+z+t (
A _ 3z—y—z—t
u — —m+§y—z—t
— v _ 7zfy%|»3zft
v — m+y1—%+t

Le systéme a une solution donc H + vect(e) = K*.

3. Sia ¢ H alors HNKa = {0}, c’est-a-dire que H et Ka sont en somme directe, et donc
dim(H NKa) = 0. D’apres la formule de Grassmann, on a alors dim(H + Ka) =4 =
dim K%. Donc H et Ka sont supplémentaires. On aurait pu utiliser cet argument dans
la question précédente !

Exercice 8. Soient (ey,...,e,) et (€],...,¢el) deux bases d’un R-espace vecto-
riel . Montrer qu'il existe j € {1,...,n} tel que la famille (e1,...,en—1,¢€})
soit encore une base de E.

Supposons que pour tout j € [1,n], la famille (e1,...,en—1, e;) n’est pas une base.

Soit j € [1,n]. La famille (e1,...,en—1, e;) contient n vecteurs dans un espace vectoriel

de dimension n et n’est pas une base. Donc elle liée. Or la famille (e1,...,en—1) est libre.
Donc e;. peut s’écrire comme combinaison linéaire de la famille (e1,...,en—1).

On peut faire ce raisonnement pour tout j € [1,n] donc tous les vecteurs de la base
(ef,...,€},) peuvent s’écrire comme combinaison linéaire de la famille (e1,...,e,—1). La
famille (e1,...,en—1) est donc génératrice, ce qui est absurde car dim E = n.

Donc il existe j € [1,n] tel que la famille (e1,...,en—1, e;) est une base.
W Un peu d’Algebre . . .

0 1 1
Exercice 9. Onpose A=|1 0 1
1 1 0

o Calculer A2 — A — 215.
e En déduire que A est inversible, et calculer A~L.

e Le calcul donne : A% = (
On remarque que A2 = A 4 2[5, donc A2 — A — 213 = 0.
e On a
0=A% - A—2I3 = A(A - I3) — 2I3,
c’est-a-dire

A1
I3=A2"78

A-1I;
2

Comme les matrices A et B = commutent (AB = BA), on en déduit que A est

inversible, et que son inverse vaut

Exercice 10. Soit N € ., (K) une matrice telle que N = 0 pour un certain
entier m > 1. (on dit que N est nilpotente)

e Montrer que N n’est pas inversible.

e Montrer que I,, — M est inversible.

e Si N était inversible, alors N™ = N x ... x N serait inversible, pour tout m > 1. Or, pour
m assez grand on a N™ = 0, et la matrice nulle n’est pas inversible.

Donc, N n’est pas inversible. ® Soit m > 1 tel que N™ = 0.

Les matrices N et I, commutent (N.I, = I,.N = N). On peut alors utiliser la formule de



la somme géométrique.
Cela donne :

(In—N)(In+N+N?+. . +N™ 1) = [,+N+.. + N1 —(N+N24.. +N™) = [,—N™ = I,.

Les matrices I, — N et B = I, + N 4 ... + N™~! commutent, donc on a B(I, — N) =
(In — N)B = I,. La matrice I, — N est donc inversible, d’inverse (I, — N)~! = I, + N +
N2 +4+... 4 N L

2 10
Exercice 11. Soit A= [0 2 1. On pose B=A —2I3.
0 0 2

e Calculer B™ pour tout n > 0.
e En déduire la valeur de A™ pour tout n > 0.

0 0 1
eOnaBY'=1I3,B'=B,B2=(0 0 0],etB3=0.
0 0 O

Ainsi, on en déduit que B"™ = 0 pour tout n > 3.
e On a A = 23 + B. Les matrices 23 et B commutent (213 - B = B - 2I3 = 2B), ce qui
permet d’utiliser la formule du binoéme :

n
-1
A" = (2I3+B)" =Y B (") (20)"F = 1975 + Bn2n—t 4 p2. MY gn2
k=0 k
1 n n(n—1)
2 g
Clest-a-dire : A" =2" |0 1 %
0 0 1

Indications

Exercice 9 On cherche une matrice B telle que AB = I3 et BA = I3.

Exercice 10. 2) On pourra utiliser une formule d’arithmétique pour faire
apparaitre la quantité N™.



