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B Pour commencer . . .

Exercice 1.

R — ]-1,1]
1. Soit fi : NN z . Montrer que f; est bijective et donner sa
1+ |z
bijection réciproque.
) R — R
2. Soit fo: NN T
1+ 22

(a) Déterminer 'image de fs.
(b) La fonction fo est-elle bijective de R sur R? La fonction f; est-elle
bijective de R sur son image ?

(¢) Montrer que fy induit une bijection de [—1,1] sur un ensemble &
déterminer.

1. Soit y €] — 1, 1], on cherche & résoudre y = f(z), d’inconnue = € R. On remarque tout
d’abord que si f(z) =y, alors = et y ont nécessairement le méme signe. Donc f(z) =0
équivaut & x = 0. Il reste deux cas :

e Siy > 0: On cherche z > 0 tel que y = f(z) = c’est-a-dire :

€T

Tha>

y=flz) <= ytay=2
—=y=z(l-y)

y _ v

-y 1-]yl

On en déduit que tout y €]0,1[ a un unique antécédent

T =

Y
1-[yl

dans R par f.

e Siy < 0: On cherche z < 0 tel que y = f(x) = %, c’est-a-dire :

y=fl@)=y-ay=2
= y=z(1+y)
y oy

ST == .
1+y  1-]y|

Y
1-Jy|

On a donc montré que f est bijective et que sa bijection réciproque est
-1, — R
-1 .
L=yl
2. (a) On voit d’abord que lim fo(z) = 07 et lim fa(z) = 0F. L’étude des
T——00 T—+00

On en déduit que tout y €] — 1,0[ a un unique antécédent dans R par f.

variations de f2 montre que fo atteint un minimum —% en —1 et un maximum
1 11
1 en 1. Donc f2(R) = [—3, 5]

(b) f2 n’est pas bijective puisqu’on a montré qu’elle n’est pas surjective. fo n’est pas
non plus bijective de R sur [f%, %} car elle n’est pas injective.

(¢) f2 est strictement croissante sur [—1,1] donc injective. Elle induit donc une
bijection de [—1,1] sur f2 ([-1,1]) = [f%, %]
. . R3 — R?
Exercice 2. On considere f : .
(.’L’,y,Z) — (J?—i—y,.i[}—QZ)
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer I'image réciproque f~1 ({0}). f est-elle injective ?

3. Déterminer I'image f(R3) de f. f est-elle surjective ?

1. On vérifie axiome :

fle(z,y,2) + B(x',y',2") = (ax + Bz’ + ay + By, aw + Bz’ — 2(az + B2'))
= af((z,y,2) + Bf((2",y,2)).
2. On a

_ z+y =0 y =-z
f(({L‘,y,Z))—O<:>{ r—22 =0 <:>{ P :—%LL‘

On en déduit que f~1 ({0}) = vect ((2,—2,—1)). On a f((2,—2,—1)) = f(0) donc f
n’est pas injective.
3. Soit (u,v) € R%, on a f ((0,u, —%’U)) = (u,v) donc f(R3) =R2? et f est surjective.



W Pour aller plus loin . . .

Exercice 3. Soient E et F deux ensembles. On considére une application
f:E—F.

1. Montrer que f est injective si et seulement si pour tout A C F,
fHfA4) = A
2. Montrer que f est injective si et seulement si pour tous A C F et B C F,
f(ANB) = f(A)N f(B).
3. E/Iontrer que f est bijective si et seulement si pour tout A C E, f(CpA) =
rf(A).

1. Procédons par double implication.

e Supposons f injective. L’inclusion A C f~1(f(A)) est toujours vraie. Soit = €
FYHf(A)) : f(z) € f(A). Donc il existe z € A tel que f(z) = f(z). Or f est
injective donc z = z € A.

e Supposons que pour tout A C E, f~1(f(A)) = A. Soit z, y € E tels que
f@) = f(y). Alors f({z}) = f({y}) donc f~'(f({z})) = F = (f({y})), ce qui
donne grace a ’hypothese {z} = {y}, c’est-a-dire z = y.

2. Procédons par double implication.

e Supposons f injective. On sait que f(AN B) C f(A) N f(B) est toujours vrai.
Soit y € f(A)N f(B) : il existe u € A et v € B tels que y = f(u) et y = f(v),
ce qui donne f(u) = f(v). Or f est injective donc u = v. Donc u € AN B et
y € f(ANB).

e Réciproquement, supposons que pour tous A, B C E, f(AN B) = f(A) N f(B).
Soit z, y € E tels que z # y. On a alors {z} N{y} =0 donc f {z} N{y}) =0=
F{=}) N F{y}). Donc f(x) # f(y)-

3. Procédons par double implication.

e Supposons f bijective. Soit A € P(F). Montrons par double inclusion que
f(CeA) =Crf(A).
Soit y € f(CgA). Alors il existe x € g A tel que y = f(x). Supposons par ’absurde
que y € f(A). Alors il existe ' € A tel que y = f(z'). Alors y = f(z) = f(a') et
par injectivité de f, z = 2’ € A. Ce qui est absurde car z ¢ A. Donc y ¢ f(A) et
y € Crf(A). Dou f(CgA) C Crf(A).
Soit y € Crpf(A). Alors y ¢ f(A). Par surjectivité de f, il existe z € E tel que
y = f(x). Mais x ¢ A puisque quey ¢ f(A). Doncz € CgAety = f(z) € f(CgA).
D’ou EFf(A) C f(EEA)

e Réciproquement, supposons que pour tout A € P(E), f(CgA) C Crf(A).

Soit (z,y) € E? tel que x # y. Prenons A = {z}. Alors y € (A et f(y) €
f(CpA) =Crf(A) Donc f(y) & f(A) = {f(x)}. Donc f(y) # f(x). Donc f est
injective.

On a Im(f) = f(E) = f(Cg0) = Crf(0) = Cr0 = F. Donc f est surjective.

Exercice 4. 1. Construire une bijection de N sur Z.

2. Soit E un ensemble, on note P(E) 'ensemble des parties de E, c’est-a-dire
I’ensemble des ensembles A tels que A C E. Montrer qu’il n’existe pas de
bijection entre E et P(FE).

N — Z

n . .
5 sl n est pair
’ { EL‘H

2

1. On définit 'application f : On peut véri-
si m est impair

fier que f est bien bijective.

2. Supposons qu'il existe ¢ : E — P(E) bijective. Soit A = {z € E | z ¢ p(z)}. Puisque
 est surjective, il existe a € F tel que A = ¢(a).

— Supposons que a € A : par définition de A, a ¢ p(a) = A, ce qui est absurde.

— Supposons que a ¢ A. Alorsa € (gA={x € E |z € p(z)} donc a € p(a) = A,
ce qui est a nouveau absurde.

Donc un tel a € E ne peut pas exister et donc la bijection ¢ ne peut pas exister.

W Un peu d’Algebre . . .

Exercice 5.

Soit n > 1. Pour A € #,(K), on définit la fonction f4 : M € #,(K) —
Tr(AM).

Montrer que la fonction A — f4 est injective.

Soient A, B € /5 (K) telles que f4 = fp. Montrons que A = B.
On a alors Tr(AM) = Tr(BM) pour toute matrice M € 4, (K).
Cela donne 0 = Tr(AM) — Tr(BM) = Tr(AM — BM) = Tr
M € #n(K).

Pour 1 <4,5 <n, on pose M = E; ;.

On a alors

((A — B)M), pour tout

Tr((A— B)M) =Tr((A= B)E; ;) = > (> _(arr — br,r)(6r.i0k,)) = aji — bj .
k=1 r=1

Donc a; ; = b; ; pour tous %, j. Ainsi, on a bien A = B.



Exercice 6. Indications
Soit K un corps.

1. Ecrire ces polynomes sous forme de suite . ) . o
Exercice 4. 2. Supposer qu’il existe une bijection ¢ : E — P(E) et

3X7 -2, (X +1)%, (X*=3)*, (3X +2)(X* —4) considérer un antécédent de 'ensemble A = {z € E |z ¢ ¢(z)} € P(E).

2. Ecrire ces polynémes comme combinaison linéaire des X%, k > 0.
(1,2,0,...)%, (0,0,0,1,0,...)+(1,-1,1,0,...), (3,0,-1,0,...)x(4,1,0,...)

3. Ecrire ces polynémes comme combinaison linéaire des X%, k > 0.

(X+D)(X-2)(X+3),1+X)" (X2 - DA+ X +...+X")

1.
(-2,0,0,3,0,...), (1,2,1,0,...), (=27,0,27,0,-9,0,1,0,...), (—8,—12,0,2,3,0,...)
2.
4X2 44X 41, X34+ X2 - X +1, X3 —4X? +3X +12
3.

3 2 _ = k(T
X3 4 2X2 —5X — 6, ];)X (1)
(X+DX-DA+... +X) =X+ ) =x"ttxntl _x 1
Exercice 7.
Soient n,p > 0. Soient A € A, ,(K), et M € .#,(K) inversible.
Montrer que l'on a rg(A) = rg(AM).

Soient (C1,...,Cp) les colonnes de A, et (C1,...,C}) les colonnes de AM.
Pour montrer que rg(A) = rg(C1,...,Cp) =rg(C}, ..., C’;’,) = rg(AM), on va montrer que
Vect(C1,...,Cp) = Vect(C1,...,C}).
Soient my; ; les coefficients de M.
Par définition du produit matriciel A X M, on a :

P
Cj = Cumi;,¥1<j<p.

k=1
Donc, Cy,...,C,, appartiennent a Vect(C1,...,Cp).
Comme A = (AM) x M~ on montre de la méme fagon que Ct, ..., Cp appartiennent &
Vect(Cy,...,Cp).
On en déduit donc que les sous-ev Vect(C1, ..., Cp) et Vect(Cy,. .., C}) sont égaux, et donc

que leurs familles génératrices ont méme rang.



