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B Pour commencer . . .

Exercice 1.
Dire si ces ensembles avec ces lois de composition sont des groupes. Si oui, dire
s’ils sont commutatifs ou non.

1. (Z,+)

No o o

Exercice 2.

Construire une loi de composition interne x sur G = {e, a,b} telle que (G, *)
soit un groupe.

On écrira la table des opérations de .

Exercice 3.
Soit (G, *) un groupe tel que z* = e pour tout z € G.
Montrer que le groupe G est commutatif.
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Exercice 4. Le groupe 9 des quaternions (\VUJCHE) est le groupe engendré
par deux éléments distincts ¢ et j, dont on note I’élément neutre e (différent

de i et j), et qui vérifie les propriéés suivantes :
Pour k =ij et m =i2#e, on a

-4 -4

1T =7"=e, i2

=2 =m, k=1ij = mji.

Ainsi, on trouve par exemple k% = mjiij = mj* = m.

1. Montrer que Q = {e,m, 1,3, j, 53, k, k3} est stable par multiplication : on
écrira le tableau de multiplication des éléments de

olle mli|#|j|f|k]|F

elle|mlild|5]|53|k]|E
m m
1 (3
i3 || 3
Jo||J
i 7°
k| k
K3 || k3

2. Vérifier que 9 est un groupe (on admettra que la loi est associative!).
3. Combien a-t-il d’éléments ?

4. Est-il commutatif ?

Exercice 5. Soient A et B deux parties non vides de R, majorées pour <.
1. Démontrer que si A C B alors sup(4) < sup(B).

2. Démontrer que A U B posseéde une borne supérieure et que sup(4A U B) =
max(sup(A4),sup(B)).

3. Démontrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
4. Démontrer que pour tout A > 0, sup(AA) = Asup(A).

B Un peu de Géométrie . . .



Exercice 6.
Soit E' un ensemble de cardinal n > 1.

1. Construire une bijection entre ’ensemble des parties de E de cardinaux
pairs et 'ensemble des parties de E de cardinaux impairs.

2. Quel est le nombre de parties de F qui ont un cardinal pair 7
3. Retrouver la valeur de > _ (—=1)%(}).

Exercice 7.

1. Démontrer que (Z) = (Z:}) + (Z:f) +...+ (fij)~
; -3 (p) ( : )

2. D t = .
émontrer que ( » ) 2 i)\

Exercice 8.
Pour n € N* et p € N, on note B? le nombre de n-uplets d’entiers naturels
(x1,...,2p) telsque z1 + ...+ 2, =p

1. Calculer BY et BY.

P
2. Sin > 2, montrer que Bf, = Z BF_,.
k=0

3. Montrer que B = (”+571).

4. Retrouver ce résultat en ramenant le probleme a la recherche d’anagrammes
dans un alphabet & 2 lettres.




