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B Pour commencer . . .

Exercice 1.

1. Calculer les déterminants suivants :

1 4 7 01 -4
Di=2 5 8], Dy=[1 0 2
36 9 4 2 0

Quand le déterminant est nul, vérifier que les colonnes forment une famille
liée.
2. Soient a, b, ¢ € K, calculer les déterminants suivants :

D3: D4:

Qe O
o O
(==
o o
QO
Qo o

3.851A= (i Z) € My(K), calculer
A<d b) et (d b)A.
- a - a

1. On obtient D1 =0 et Do = 0.
On peut en effet vérifier que —(1,2,3) + 2(4,5,6) = (7,8,9) et 2(0,1,4) — 4(1,0,2) =
(—4,2,0).

2. On obtient D3 = 2abc et Dy = a3 + b3 + ¢3 — 3abe.
3. Le calcul matriciel donne (det A)T2. On a donc une formule simple pour A~! lorsque
A est inversible.

Exercice 2. On considére dans R3 les trois vecteurs f; = (2, —1,3), fo = (0,1,2)
et f3 = (4,—1,5). La famille (f1, fa, f3) est-elle une base de R3?

On calcule le déterminant de cette famille dans la base canonique :

2 0 4
dgt(fl,fz,f3): -1 1 —-1|=-6#0.
3 2 5

La famille est donc une base de R3.

Exercice 3.

Soit p € {2,3}, soit M € M,(K) et soit A € K. Que vaut det (AM) ?

En déduire que si M € M3(R) est anti-symétrique (c’est-a-dire ‘M = —M), le
déterminant de M est nul.

En dimension 2,
det \M) = det (AC1,A\C2) = A det (C1,\C2) = A2 det (C1,C2) = A% det M.
Le méme calcul montre qu'en dimension 3, det (AM) = A2 det M.
On en déduit que si M € M3(R) et M = —M, on a
det M = det *M = det(—M) = (—1)3 det M = — det M.
D’ou : det M = 0.

Exercice 4. Soient A, B € M5(K), montrer que
det (AB) = det A det B.
Que peut-on dire de 'application det : GLy(K) — K*?

/ /
On écrit A = (Z Z) et B= (Z, Z,) On a

aa’ +bc  ab + bd
ca' +dc b +dd
= (aa’ 4+ bc')(cb’ +dd’) — (ab’ 4 bd')(ca’ + dc’)

= ada’d’ + beb'c’ — adb’c’ — bea'd’

=ad(a'd —b'c) +be(b' —d'd) = (ad — be)(ad'd —b'c).

det (AB) =




Le déterminant est donc un morphisme de groupes entre les matrices inversibles et K*.

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 5. En faisant des opérations élémentaires sur les colonnes (et les
lignes), montrer que

a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b = (a+b+c)
2¢ 2c c—a—b
On a
a—b—c 2a 2a —a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b = b+c+a b—c—a 2b
2c 2c c—a—b| C1C1=C2 0 2c c—a—"b
—1 2a 2a
=(a+b+c¢)|1l b—c—a 2b
0 2c c—a—>
—1 0 2a
= (a+b+e)|1 —b—c—a 2b
CreCi=Cy 0 ct+ta+b c—a—-0>b
—1 0 2a
=(a+b+c)?|1 -1 2b
1 c—a—>
—1 0 2a
= (a+b+c)?|1 -1 2b
L3« Lz+L2+Ly 0 0 cta+b
—1 0 2a
=(a+b+c)3|1 -1 2b|.
0 0 1

Il reste a calculer ce déterminant, ce qui donne 1.

B Un peu d’Algeébre . . .

Exercice 6.
Soient (G, X¢), (H, X i) deux groupes, et f : G — H un morphisme de groupes.
On suppose que G est un groupe fini.
1. On pose la relation Ry si f(x) = f(y).
Quelles sont les propriétés de cette relation ?

Soit x € G, trouver tous les y € G tels que f(z) = f(y).
En déduire une expression de Card(f~1({z})) en fonction de Ker(f).
Combien y a-t-il d’ensembles f~1({z}) non-vides différents au total ?

En déduire une relation entre les cardinaux de G, Ker(f) et Im(f).

. C’est une relation symétrique, réflexive, transitive. C’est une relation d’équivalence.

On a f(z) = f(y) ssie = f(y)f(x)~" ssi fyz™1) = e ssi yr=! € Ker(f) ssiy €
xKer(f) ={zg, g € Ker(f)}.
On a donc f~1({2}) = 0 si 2z & Im(f), et f~1({z}) = zKer(f) s'il existe € G tel que

Donc, Card(f~1({z})) = 0 si z ¢ Im(f), et Card(f~1({z})) = Card(Ker(f)) si

N1y a Card(Im(f)) ensembles f~1({z}) qui sont non-vides et différents. Ce sont les
classes d’équivalences de la relation R.

2.

3.

4.

5.

1

2.

3.
f(e) = 2.
z € Im(f)

4.

5.

Par propriété de R, les classes d’équivalences forment une partition de G. Ces classes
ont toutes le méme cardinal. Donc, comme G est fini, on obtient : Card(G) =

Card(Ker(f))Card(Im(f)).

Exercice 7. Soit n > 2. On note (Z/nZ)* 1’ensemble des éléments de Z/nZ

qui

FL b oo

ont un inverse pour X.

Quels sont les éléments @ € (Z/nZ)* ?

Montrer que ((Z/nZ)*, x) est un groupe commutatif.
Trouver un produit de groupes Z/mZ isomorphe a (Z/7Z)*.
Trouver un produit de groupes Z/mZ isomorphe & (Z/8Z)*.
(Z)97)%.

s

Trouver un produit de groupes Z/mZ isomorphe

Ce sont les @ tels que a est premier avec n.

Cet ensemble est stable pour la loi multiplication x. En effet, si a et b sont premiers
avec n, alors ab aussi.

Cet ensemble contient I’élément neutre pour X, qui est 1.

On sait que la loi X est associative et commutative.

Enfin, tout élément de cet ensemble posseéde un inverse pour X.

Donc, ((Z/nZ)*, x) est bien un groupe commutatif.

Ce groupe est {1,2,3,4,5,6}. Il a 6 éléments. B
On montre que 3 est d’ordre 6 pour x. Donc, (Z/7Z)* = (3). Ce groupe est donc un
groupe cyclique & 6 éléments. Il est isomorphe & (Z/6Z,+).



4. Ce groupe est {1,3,5,7}. Il a 4 éléments.
On montre que 3,5, 7 sont d’ordre 2 pour X. Donc, (Z/8Z)* est isomorphe & (Z/2Z) x
(Z)2Z).

5. Ce groupe est {1,2,4,5,7,8}. Il a 6 éléments.
On montre que 2 est d’ordre 6 pour X. Donc, (Z/9Z)* = (2). Ce groupe est donc un
groupe cyclique & 6 éléments. Il est isomorphe & (Z/6Z,+).




