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B Pour commencer . . .

Exercice 1. Soit F un R-ev de dimension n. Soit f € L(FE) tel que Spec(f) =
{>‘1a AR )\n}
1. Donner la valeur de pf. Appliquer le lemme des noyaux a uy et f.
2. On suppose qu'il existe g € L(E) tel que g?> = f. Montrer que f et g
commutent.
3. En déduire que les vecteurs propres de f sont aussi des vecteurs propres
de g.
4. Combien y a-t-il alors d’endomorphismes h € L(E) tels que h? = f?

1. f possede n valeurs propres, donc uy est de degré au moins n. Comme on a aussi
wy | x5, avec deg(xs) = n, on en déduit que pyp(X) = xf(X) =TI, (X — X\;).
On a ainsi E = @, Ker(f — A\jIdg) d’apres le lemme des noyaux.

2. On a fg=g° =gf. f et g commutent car f est un polynéme en g.

3. Comme f et g commutent, les sous-espaces propres de f sont stables par g. Or, ces
sous-espaces propres sont tous de dimension 1. Ainsi, pour z € E un vecteur propre de
f non-nul, on a g(z) € Vect(z). Cela veut dire que g(z) = Az pour un certain A € R,
et donc que x est un vecteur propre de g.

4. L’endomorphisme f est diagonalisable. Soit B = (e1, ..., en) une base de E formée de
vecteurs propres de f. On a alors Matg(f) = Diag(A1,...,An).
D’apres la question 2, on a g(e;) = y,e;. Donc, Matg(g) = Diag(v1,-..,7n)-
Vu que g2 = f, cela implique que I’on a 'yl-Q =X, V1 <i<n.
Vu que g existe, cela veut dire que les valeurs propres de f sont des carrés.
Comme FE est un R-espace vectoriel, cela veut dire que A\; > 0 pour tout 1 < i < n.
e Si A\; > 0, on a 2 choix possibles pour ;.

e Sion a j tel que A\; =0, on a alors forcément v; = 0.

Ainsi, si tous les \; sont non-nuls, il existe 2" endomorphismes h tels que h? = f. Pour
un tel h, on a Matg(h) = Diag(£vA1,. .., £vAn).

Sinon, il existe j tel que A; = 0. Il existe alors 2”1 endomorphismes h tels que h% = f.
(2 choix possibles pour les n — 1 autres valeurs propres)

Exercice 2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(F) tel
que les espaces Ker(u o (u —Id)) et Ker(u o (u + Id)) soient supplémentaires.
Montrer que u est une symétrie vectorielle.

On pose F = Ker(u? —u) et G = Ker(u? + u).

L’endomorphisme induit ur est annulé par X2 — X = X (X — 1), et ’endomorphisme induit
ug est annulé par X2 + X = X(X + 1).

Donc, sur E = F 4+ G), u est annulé par X (X — 1)(X +1). On a u(u? — Idg) = 0.

Pour montrer que u est une symétrie, il faut montrer que u? — Idg = 0.

D’apres le Lemme des noyaux, on a :

F = Ker(u)®Ker(u—Idg) et G = Ker(u)®Ker(u+Idg). Comme F®G, on a FNG = {0}.
Cela implique que Ker(u) = {0}. En utilisant & nouveau le Lemme des noyaux, on obtient :

E = Ker(u(u?—Idg)) = Ker(w)@Ker(u—Idg)®Ker(u+Idg) = Ker(u—Idg)®Ker(u+Idg) = Ker(u?—

et donc u? — Idg = 0.

Autre méthode : Comme Ker(u) = {0}, on sait alors que u est inversible. Donc, u(u? —
Idg) = 0 implique que u? — Idg = 0.

Exercice 3. 1. Soit u € L(E). Soit E = F; & ... ® F, une décomposition en

somme directe de E, avec F; des sous-espaces stables par wu.
Montrer que u est diagonalisable si et seulement si les endomorphismes
induits v, sont diagonalisables.

2. Soit A € .#,(C). On suppose que A? est diagonalisable.
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si Ker(A) = Ker(A?).
(On pourra utiliser la premiére question)

3. Trouver un contre-exemple dans .#,(R).

4. Soit k > 2. Montrer que Ker(A*) = Ker(A) si et seulement si Ker(A) =
Ker(A?).

5. On suppose maintenant qu’il existe k > 2 tel que A* est diagonalisable.
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si Ker(A) = Ker(A?).




1. Si u est diagonalisable, alors tous les endomorphismes induits ur; le sont d’apres le

cours.
Réciproquement, si les up, sont diagonalisables, alors il existe des bases B; de F;
formées de vecteurs propres pour les endomorphismes induits ur, .

Ces vecteurs propres sont aussi des vecteurs propres de u.

Comme £ =F) & ... F,, la famille B = U; B; est une base de F, et cette base est
formée de vecteurs propres de u, donc u est diagonalisable.
. Comme A? est diagonalisable, alors pour Spec(42) = {\1,...,\r}, et F; = Ker(A? —
Ailn), on a C* = @7_, F;.

Les sous-espaces F; sont de la forme Ker(P(A)), donc ils sont stables par A. D’apres
la question 1), la matrice A est diagonalisable si et seulement si sa restriction & chaque
sous-espace F; est diagonalisable.

On pose u : X — AX 'endomorphisme associé & A. Sur le sous-espace Fj, un polynéme
annulateur de I'endomorphisme induit u g, est X2 -\

e Si \; # 0, alors ce polyndme est scindé a racines simples. Donc uf, est annulé par un
polyndéme scindé a racines simples, donc il est diagonalisable.

e si tous les \; sont non-nuls, on a alors Ker(A2) = Ker(A) = {0}, et A est bien
diagonalisable.

e S'il existe j tel que A; =0, on a X2 — Aj = X?2. Donc le polynéme X2 annule up; -
La matrice A est donc diagonalisable si et seulement si up; est diagonalisable.
L’endomorphisme u F; est diagonalisable ssi son polynéme minimal est scindé & racines
simples. Dans ce cas, u F; est diagonalisable ssi son polynéme minimal est X. C’est-a-
dire, si et seulement si up; = 0. C’est-a-dire si et seulement si F; = Ker(A?%) C Ker(A).
Or, comme on a toujours Ker(A) C Ker(A?), on en déduit que A est diagonalisable si
et seulement si Ker(A) = Ker(A?).

0
1

caractéristique est X2 + 1, mais on a A2 = —1I5, qui est diagonalisable.
Dans R il existe des polynémes de degré 2 qui n’ont pas de racines.

. La matrice A = ( _01) n’est pas diagonalisable dans .#>(R) car son polynéme

. Si Ker(A) = Ker(A?2), d’apres les propriétés sur 'indice d'un endomorphisme, on sait
que Ker(A*) = Ker(A) pour tout k > 2.

Réciproquement, supposons que Ker(A*) = Ker(A) pour un k > 2. Comme on a
Ker(A) C Ker(A?) C Ker(AF), on en déduit que Ker(A) = Ker(A?).

. On refait le méme raisonnement qu’a la question 2).
Comme AF est diagonalisable, alors pour Spec(A*) = {\1,..
Xiln), on a C" = @I_, F;.

Les sous-espaces F; sont de la forme Ker(P(A)), donc ils sont stables par A. D’aprés
la question 1), la matrice A est diagonalisable si et seulement si sa restriction & chaque
sous-espace F; est diagonalisable.

On pose u : X — AX Pendomorphisme associé & A. Sur le sous-espace Fj, un polynéme
annulateur de I’endomorphisme induit up, est X k.

e Si \; # 0, alors ce polynéme est scindé & racines simples. Donc up; est annulé par un
polyndéme scindé a racines simples, donc il est diagonalisable.

e si tous les \; sont non-nuls, 0 n’est pas une valeur propre pour A* et pour A. On a
alors Ker(A?) = Ker(A) = {0}, et A est bien diagonalisable.

A}, et Fy = Ker(A* —

e S’il existe j tel que A\; =0, on a Xk/\j = X*. Donc le polynéme X* annule up..
La matrice A est donc diagonalisable si et seulement si u F; est diagonalisable.
L’endomorphisme u F; est diagonalisable ssi son polynéme minimal est scindé & racines
simples. Dans ce cas, u F; est diagonalisable ssi son polynéme minimal est X. C’est-a-
dire, si et seulement si up; = 0. C’est-a-dire si et seulement si I'; = Ker(AF) C Ker(A).

Or, comme on a toujours Ker(A) C Ker(A*), on en déduit que A est diagonalisable si
et seulement si Ker(A) = Ker(AF), ssi Ker(A) = Ker(A?).

Exercice 4. Soit F un ev de dimension n. Soit u € L(F). Pour Spec(u) =

Y

S Ar}, On éberit x (X) = TT_ (X — )™= () Q(X), avec Q un polynéme

sans racines.

Pour K = C, que vaut Q(X)?
Si u est diagonalisable, que vaut Q(X)?

On pose F; = Ker((u — )\,L-IdE)mu()\i)).
Montrer que ’endomorphisme induit up, est de la forme :

up, = \ildp, +n;, avec n; nilpotent.

On note r(n;) l'indice de nilpotence de n;. Quel autre nombre entier est

. On suppose que Q(X) = 1. Montrer alors que v = d + m, avec d endomor-

phisme diagonalisable et m endomorphisme nilpotent, dm = md, et d, m
des polynomes en u. (On pourra commencer par trouver des polynoémes

Si K =C, on a alors Q(X) = 1. Le seul polynéme unitaire et non-nul de C[X] qui n’a

Si u est diagonalisable, alors x,, est scindé, donc Q(X) = 1.

Par définition, on a n; = up, — \;Idp,.

Comme F; = Ker((u — X\iIdg)™=(*)), on remarque que le polynéme (X)™u(Xi) est
un polynéme annulateur de n;, donc n; est un endomorphisme nilpotent.

Et on a alors up, = A\ Idg, + n;.

L’indice de nilpotence de n; est I'indice de nilpotence de up, — A\;IdF;.

Comme F; = Ker((u—X\Idg)™u(*)), on sait d’aprés le cours que I'indice de nilpotence
de n; est égal a I'indice de u — A\;Idg, et cet indice est égal a la multiplicité de la racine

1.
2.
3.
égal a r(n;)?
4
en u qui conviennent.)
1.
pas de racines est 1.
2.
3.
Ai dans py (X).
4.

SiQ(X) =1, alorson a E = ®]_, F; d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton et d’apres
le lemme des noyaux.



Soit p; € L(E) la projection sur F; parallelement & @;;F;.

D’apres le lemme des noyaux, p; est un polynoéme en u.

On pose d = A\1p1 + ...+ ArDr.

On pose alors m = u — d. Comme les p; sont des polynémes en u, ’endomorphisme d
est un polynéme en u, et I’endomorphisme m aussi.

On a donc que dm = md car deux polyndémes en u commutent.

De plus, les sous-espaces F; sont des sous-espaces stables par u, donc par d et par m
(car ce sont des polynémes en u).

Sur le sous-espace F;, on a

T
dr, = Y XNj(pi)r, = Ni(pi)r, = Nildp, .
=1
De méme, on obtient que
mp, = up, —dp, =up, — \ildp, =n;.

Donc, sur chaque sous-espace F; on a dp, diagonal et mp, nilpotent.
Le polynéme minimal de dg, est X — A;, et le polynéme minimal de mp, est Xr(n),

Donc, sur E = @;F;, 'endomorphisme d est annulé par (X — A1)...(X — A).

Cet endomorphisme est donc diagonalisable. L’endomorphisme m est annulé par
Xxmax(r(n1),...,r(nr))  donc il est nilpotent.
On a bien trouvé que u = d + m avec d et m qui conviennent.

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 5. Soient A et B deux matrices réelles carrées d’ordre n.

1. On suppose qu'il existe un polynome P € R[X] de degré au moins égal &

1 et vérifiant P(0) =1 et AB = P(A).
Montrer que A est inversible et que A et B commutent.

. Si A est nilpotente et qu'il existe P € R[X] tel que P(0) = 1 et B =

AP(A).
Montrer qu’il existe @ € R[X] tel que Q(0) # 0 et A = BQ(B). (On
pourra exprimer B, B2, ... en fonction de A4, A?,...)

. On peut donc écrire
AB=PA)=anA"+ -+ a1 A+ In
A(B—(anA" ' -t onlyn)) =1In

d’olt , A est inversible et A™! = B — (an A"~ + -+ a1l,).
Puisque A commute avec A~1 et ses puissances, on en déduit que A commute avec

B=A"14a, A" "+ . 4+ aql

2. Comme A est nilpotente, on a pa(X) = XP, et donc AP = Op. En écrivant P(X) =
a0+ ...+ amX™, avec m > p (et éventuellement deg(P) < m), la relation B = AP(A)

donne,
B=A+aA*+ - +ap 1 AP7L,
car AP = AP*! = . =0. On en déduit qu'il existe des coefficients a; ; € K tels que
B?=A%ta3 A%+ +ap_1,24P7 "

BP~2 = AP~2 + ap_lﬂp_QApil

Bp—1 — pr-1
Comme pa(X) = XP, la famille (A4, A%,..., AP~1) est libre, et est une base de
Vect(A,...,AP~1).
Ainsi, la famille (B,B?,...,BP~1!) est une famille échelonnée dans la base

(A, A2,...,AP~1). Cette famille est donc libre. C’est donc aussi une base de
Vect(4,...,AP~1),
Ainsi, il existe des nombres b1,...,bp_1 € K tels que

A:blB+b232 +"'+bp71Bp_l
ce qui détermine un polynéme Q € R[X] vérifiant A = BQ(B).
Avec Pécriture B = AP(A), on en déduit que A* = 0 implique BF = A*.P(A)* = 0.
Avec Pécriture A = BQ(B) on en déduit que B* = 0 implique A* = B*.Q(B)* = 0.
Donc, l’indice de nilpotence de A est égal a I'indice de nilpotence de B. Cela implique

que b1 = Q(0) # 0 (car sinon A serait un multiple de B2, dont ’indice de nilpotence
est strictement inférieur & celui de B ).

Exercice 6. 1. Soient E un ev de dim n, et v € £(F) un endomorphisme
nilpotent.
Montrer que 1'on a dim(Ker(u*)) > k, pour tout 1 < k < n.
2. Soit v € L(E). Soit Spec(v) ={A1,..., A}
On suppose que pour un 1 < ¢ <r, on a dim(Ker(v — \;Id)) > 1.
Montrer que u, est un diviseur strict de ..

3. Donner un exemple a 2) dans .#5(R).

1. Soit 7 'indice de nilpotence de u.
On sait ainsi que la suite des dim(Ker(u®)) est une suite d’entiers strictement croissante
pour 0 < k < r, puis constante.
Comme u est nilpotent, on a dim(Ker(u)) > 1.
On en déduit donc que pour 1 < k < r, on a dim(Ker(u*)) > k.
D’apres le cours, on a u” = 0, donc dim(Ker(u")) = n.
Ainsi, pour tout 7 < k < n, on a dim(Ker(u*)) > k.



2. On suppose par ’absurde que py = Xo-
Soit a; la multiplicité de la racine A; dans py (X).
On doit alors avoir a; = mqy(A;).
On pose F' = Ker((v — \;Idg)®). On sait d’apres le cours que Ker((v— X\;Idg)%) est
de dimension my (A;).
D’apres le cours, sur F', ’endomorphisme vg — A\;Idr est nilpotent d’indice a;.
Comme a; = my(A;), on voit donc que dim(Ker(vp — \iIdp)%i)) = a;.
Avec 'indice de nilpotence, cela implique aussi que la suite des dim(Ker((vp—X\;Idp)¥*))
est strictement croissante pour 1 < k < a;.
Or, on a par hypotheése que dim(Ker(vp — X\;Idp)) = dim(Ker(v — A\;Idg)) > 1.
Ces dimensions donnent donc a; entiers distincts, et ces entiers sont compris entre 2 et
a;.
Cela est impossible.
Donc, on a py # Xo-

A0

3. Pour A= (|0 X yonaxa(X)=(X-N23(X -1 et pa(X) = (X - N(X—-1).
0 0

= o o




