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B Pour commencer . . .

Exercice 1. Dire si les matrices suivantes sont diagonalisables, trigonalisables.
Si oui, donner leur forme diagonale/triangulaire/de Dunford / de Jordan.

1 3 0 11 1 15 -3 1.1

3 —2 —-1|,B={0 1 1],c=(0 2 o]|,D=|: :

0 -1 1 001 00 2 11
1

1. On a Tr(A) = 0. On remarque un vecteur propre facile : pour u = | 0 | on a Au = u.

3
On calcule le polynéme caractéristique x4 (X). Avec le vecteur propre u, on commence
par lopération C1 <+ C1 + 3C3 afin de factoriser (X + 1) dans le calcul du déterminant.
On obtient x4 (X) = (X — 1)(X?2 + X —12).
Apres factorisation, cela donne x4(X) = (X — 1)(X +4)(X — 3).
Donc A est diagonalisable, et il existe une matrice P inversible telle que P~1AP =
Diag (1,3, —4).
. On a xg(X) = (X — 1)3. La matrice B trigonalisable. Elle est diagonalisable si et
0 1 1
seulement si dim(Ker(B—1I13)) =3.OnaB—I3= |0 0 1], quiestderang2,
0 0 O
donc dim(Ker(B — I3)) = 1.
Cette matrice n’est donc pas diagonalisable.
0 0 1
0 0 O
0 0 O

On a de méme (B — I3)? = , donc dim(Ker((B — I3)?)) = 2.

On en déduit que pp(X) = (X — 1)3.

Le sous-espace caractéristique associé & la valeur propre —1 est donc Ker((B — I3)3),
de dimension 3. Trigonalisation : La matrice B est triangulaire supérieure.
Décomposition de Dunford : Pour D = I3, on a I3 diagonalisable (car diagonale).
Comme (B — 13)3 = 0, la matrice N = B — I3 est nilpotente. De plus, on a N qui
commute avec D = I3.

Donc, la décomposition de Dunford de B est B = I3 + (B — I3).

On a xco(X) = (X — 1)(X — 2)2. Cette matrice est trigonalisable.
La matrice C est diagonalisable si et seulement si puc(X) = (X — 1)(X — 2), ou si et
seulement si dim(Ker(C — 2I3)) = 2.

-1 5 =3
OnaC—-2I3=( 0 0 0 |, quiestderang 1, donc dim(Ker(C — 2I3)) = 2.
0o 0 O

Cette matrice est diagonalisable.
1l existe donc une matrice inversible P telle que P~'C' P = Diag (1,2,2).

La matrice D est de rang 1. Donc, dim(Ker(D)) = n — 1. Ainsi, on a X"~ | xp(X).
Cela donne xp(X) = X" —Tr(D)X" ! = X" —nX""1 = X"~ 1(X —n).

Le spectre de D est donc {0,n}. On a de plus dim(E, (D)) = 1.

On a obtenu que dim(Eo(D)) =n — 1.

Ainsi, la matrice D est diagonalisable.

11 existe donc une matrice inversible P telle que

P~1DP = Diag (n,0,...,0).

Exercice 2. Soit A € #,(K) une matrice triangulaire supérieure, avec

.y¥n € K sur sa diagonale.

1. Montrer que A est trigonalisable.

Siy =792 =...= Y, montrer que la décomposition de Dunford de A est

On suppose que les 7; ne sont pas tous égaux. On suppose que A est

Quelle est la décomposition de Dunford de A7

On suppose que les ; ne sont pas tous égaux.
Donner un exemple de matrice A, non diagonalisable, ol la décomposition
de Dunford de A n’est pas A = Diag(y1,...,Vn) + (A — Diag(v1,...,7n)-

Vi
2.
3.
diagonalisable.
Donner un exemple.
4.
1.

Le polynéme caractéristique de A est x4 (X) = II7"_, (X — ;). Il est scindé, donc A est
trigonalisable.



2.

Dans ce cas, on a x4 (X) = Le théoreme de Cayley-Hamilton nous dit que

(X =)™
(A - 'YIIn " =0.
Donc, pour D = 11, N = A—~11,, on a D diagonalisable, N nilpotente, A = D+ N,
et D et N commutent.
On a obtenu la décomposition de Dunford de A.

. Comme A est diagonalisable, on a A = A + 0. On a obtenu sa décomposition de

Dunford.
Exemple : A = ((1) ;), pour K = Q.

. 11 faut deux valeurs propres différentes, et I’'une au moins avec une multiplicité d’au

1 1 0
moins 2. On prend alors n > 3. On prend par exemple A= [0 2 1
0 0 1

La matrice A est triangulaire supérieure. Elle est trigonalisable, mais elle n’est pas
annulée par (X — 2)(X — 1), donc elle n’est pas trigonalisable. (A — I3 est de rang 2,
donc noyau de dimension 1)

Pour D = Diag(1,2,1), la matrice D est bien diagonale et la matrice N = A — D
est bien nilpotente (car matrice triangulaire supérieure avec 0 sur la diagonale), et on
a A = D+ N. Mais, les matrices N et D ne commutent pas. Le calcul montre que
ND # DN.

Donc, ces matrices ne sont pas la décomposition de Dunford de A.

Exercice 3. Soit A € .#,(K). On suppose que A est trigonalisable.

Montrer que A est trigonalisable.
On suppose A inversible. Montrer que A~! est trigonalisable.

Soit @ € K[X]. Montrer que Q(A) est trigonalisable.
Calculer xg4)(X) en fonction des valeurs propres \; de A.

On a x14(X) = xa(X). A est trigonalisable si et seulement si x4 est scindé. Donc, ‘A

On a une matrice inversible P telle que T = P~ ' AP est triangulaire supérieure.
Comme A est inversible, on a alors P~'A=P(P~1AP) = I,,. Donc T est inversible,

Or, I'inverse d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire supérieure.

On a donc P~1A~1P triangulaire supérieure, d’ou A~ trigonalisable.

1.
2.
3.
Déterminer Spec(Q(A)).
1.
est trigonalisable.
2.
d’inverse P~1A~1P.
3.

On a déja montré que pour T = PYAP, et Q € K[X], on a PT1Q(A)P = Q(T).

Un polynéme en une matrice triangulaire est encore une matrice triangulaire, donc
Q(A) est trigonalisable.

Pour 71, ...,vn les coefficients diagonaux de T', on a vu en cours que les coefficients
diagonaux de Q(T) sont Q(v1),...,RQ(¥n).

On a donc x4(X) = x7(X) =7 (X — ) et XQ(A)(X) = XQ(T)(X) =7 (X —
Q(74))-
Soient A1,..., A, les valeurs propres de A.

On a alors TI7_; (X — X;)"4() = x4 (X) = 7, (X — 7).
On en déduit donc que xg(4)(X) =1I7_,;

(X = Q)™ AC),
On a done Spec(Q(A)) = {Q(M), .. Q(Ar)} = Q(Spec(A)).

Exercice 4. Résoudre dans C*°(R,C) les EDL :

1.
2.y (z
3.

4.y (z) = y(x)

y'(z) — 2y (v) = —y(x)
"(z) = 3y () + 2y(x) = 4i
Y (v) +y(z) =22

On pose D : y — 3y’ 'endomorphisme de dérivation.
Les équations se rameénent a résoudre P(D)(y) = b, pour P un polyndme et b une certaine
fonction.

1.

. On a P(D)(y) =b pour P(X) =

. On a P(D)(y) =b, pour b(z) =2z et P(X) =

. On a P(D)(y) =0, pour P(X) =

On a P(D)(y) =0, avec P(X) = X2 — 2X + 1. On cherche & déterminer Ker(P(D)).
Comme P(X) = (X + 1)2 (—1 est une racine double), on a Ker(P(D)) = Vect(z —
exp(—x),z — xexp(—z)) d’apres le cours.

Donc, y est solution de EDL si et seulement s’il existe a,b € C tels que y(z) =
(azx + b) exp(—z).

X2 -3X+2=(X-1)(X
Une solution particuliere de 'EDL est yo(z) = 4i.

On détermine Ker(P(D)). D’apres le cours, on a Ker(P(D)) =
exp(3x)).

Ainsi, y est solution de ’EDL si et seulement s’il existe a,b € C tels que y(x)
aexp(2z) + bexp(3z) + 4i.

— 2) et b(z) = 4i.

Vect(xz — exp(2z),z —

X24+1=(X
Une solution particuliere de 'EDL est yo(x) = 2z.

On détermine Ker(P(D)). D’apres le cours, on a Ker(P(D)) =
exp(—iz)).

D’apres le cours d’équations différentielles (ou d’apres les formules d’Euler), on a aussi
Ker(P(D)) = Vect(cos,sin). Ainsi, y est solution de 'EDL si et seulement s’il existe
a,b € C tels que y(z) = acos(z) + bsin(cz) + 2z.

X" —1 =TI} 5 (X — exp(2LEr)),

Vect(z — exp(m:" ),0<k<n-—1).

san—1 € C tels que

— i) (X +1).

Vect(x — exp(iz), z —

D’apres le cours, on a Ker(P(D)) =

Ainsi, y est solution de 'EDL si et seulement s’il existe ag,. ..
-1 ;.

y(@) = pZg ak exp(2ET 7).

Exercice 5. Soit la matrice



1.

Mountrer que la matrice A n’est pas diagonalisable dans ., (K). Est-elle
trigonalisable 7

Si oui, donner sa forme triangulaire supérieure et sa décomposition de
Dunford.

Calculer A™, pour tout n > 0.

. On obtient x4(X) = X2 -2X +1= (X —1)2.

Comme on a A # I3, la matrice A n’est pas diagonalisable. Par contre, elle est
trigonalisable.

Donc, il existe une matrice inversible P telle que P~1AP = (1) ClL) , avec a # 0.
Pour la décomposition de Dunford A = D + N, la patrie diagonalisable a ainsi comme
valeur propre 1.

Une matrice diagonalisable avec une seule valeur propre est diagonale, donc D = I>.
Onadonc N=A—-D=A—1Iz,dot A=1s+ (A—I2).

. On a N2 =0, la matrice N est nilpotente d’ordre 2.

Ona A = I,,.
Soit n > 1. Comme N et D commutent, la formule du bin6me donne :
A" = (D+N)" =Y p_o N*(})D"=F = LD (})+ND"~1(}). A* = D"+nND"~! =

1—n n
In+nN:I2+n(A—I2)-An:(7n ].+’I’L)'

Exercice 6. Trouver dans C les suites récurrentes linéaires solutions des équa-
tions suivantes :

1.
2.
3.

Upt2 = Upt1 + Un

Up+2 — 3’1,Ln+1 + 2un =1

Upt2 + Up =20

Résoudre aussi cette équation dans R

Un+m = Un

On pose D : u = (Un)p>0 — (Un+1)n I'endomorphisme de décalage a gauche.
Les équations se raménent & résoudre P(D)(u) = b, pour P un polynéme et b une certaine

suite.
1.

On a P(D)(u) = 0 pour P(X) = X2 — X — 1. (cela donne la suite de Fibonacci, entre
autres)

Les racines de ce polynéme sont 1=v5 72\/5 et 1+2\/5-

D’apres le cours, on a Ker(P(D)) = Vect((( 172\/5)71)71, ( 1+2‘/5)n)n). Ainsi, les suites
solutions de ’équation sont de la forme :
\f)n + b( 1+2\/5)n

Uy = a(%

, avec a,b € C.

2. On a P(D)(u) =b pour P(X) = X2 -3X+2= (X —2)(X —1), et by = 1.

Pour v, =nona P(D)(v)p =(n+2)—3(n+1)+2n=—1.
Donc, la suite —v est une solution particuliere de I’équation.
D’apres le cours, on a Ker(P(D)) = Vect((1)n, (2™)n).
Ainsi, les suites solutions de I’équation sont de la forme :

Up = a+ b2™ — n, avec a,b € C.

. On a P(D)(u) =bavec P(X) = X24+1= (X —4)(X +1) et by, = 2n.

Pour v, =n,ona P(D)(v)p =(n+1)+n=2n+1.

Pour w, =1,0ona P(D)(w)n =1+1=2.

Donc, (n — %)n est une solution particuliere de I’équation.
D’apres le cours, on a Ker(P(D)) = Vect((4"™)n, ((—)™)n).
Ainsi, les suites solutions de ’équation sont de la forme :

Up = ai”™ + b(—9)" +n — %, avec a, b € C.

Une autre base de Ker(P(D)) est ((¢" + (—%)")n, (M)n)

Ces deux suites sont a valeurs réelles.

On peut remarquer que les coefficients de la suite récurrence linéaire sont tous réels.
Ainsi, une solution réelle (up)n est simplement une solution complexe dont les coeffi-
cients sont réels.

De plus, pour toute solution complexe (un )n, la suite (Re(urn))n est encore une solution
de I’équation, et cette solution est & coefficients réels.

Dong, les suites de Ker(P(D)) qui sont réelles sont exactement les combinaisons li-
néaires & coefls réels de (i + (—i)™)n et (M)n

On en déduit donc que les suites réelles solution de ’équation sont de la forme :

up = a(i™ + (—9)™) +b(M) +n— %, avec a,b € R.

. Ona P(D)(u) =0 avec P(X) = X" —1=TI}_ (X — exp(2LhT)),

D’aprés le cours, on a Ker(P(D)) = Vect((exp(%z))n, 0<k<n-1).
Ainsi, les suites solutions de I’équation sont de la forme :
Up = ZZ;S ay exp(%), pour ag,...,am—1 € C.



