EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : ALCEBRE 3

FEvuIiLLE DE TD N° 13

Produit scalaire, orthogonalité

14 DECEMBRE 2021

B Pour commencer . . .
Exercice 1. Soit F un espace vectoriel euclidien, muni d’un produit scalaire
(.,.). Soient x et y deux vecteurs de E.
1. Montrer que
[z = llyll <=2z +y Lz —y.
Dans le cas ott E = R?, représenter cette propriété sur un dessin.

2. Soient eq,...,e, € E.
Montrer que Vect(ey,...,e,)t = {e1,...,en}t.

L Ona(z+yz—y) = |lz|* = (xy) + (y,z) — [ylI*> = [lz]|* — [|y]|*.
Donc, on a {(z + y,x —y) = 0 si et seulement si ||z[|2 = ||y||?, si et seulement si
lzll = llyll.
Les vecteurs x et y sont de méme norme si et seulement si le quatrilatere formé par
0,z,y,x + y est un losange. (diagonales perpendiculaires, qui se coupent en leur milieu)
2. On a {e1,...,en} C Vect(e1,...,ep), donc Vect(er,...,en)" C {e1,...,en} .
Réciproquement, soit = € {e1,...,en} . On a donc (z,e;) =0, V1 < i < n.
Donc, pour tous A1,...,An € R, on a

(@ > Mwer) =D Aplz,ex) =0
k=1 k=1

Donc, z est orthogonal & tout vecteur de Vect(ei,...,eyn). On a donc bien montré que
Vect(en,..., en)L ={e1,..., en}L.

Exercice 2. Soient & = (11, 72) et ¥ = (y1,y2) deux vecteurs de R2.

. Montrer que I'application ¢ définie par

Lo 1 1
o(Z,¥) = z1y1 + 5931212 + 51’22/1 + T2y2

est un produit scalaire.
Ecire la matrice de ¢ dans la base canonique de R2.

. Construire une base de R? qui est orthonormée pour ce produit scalaire.

. On vérifie que ¢ est bilinéaire, symétrique.

On a p(z,z) = z% + x120 +z% = m% +x120 + im% +(1- i)x% = (1 + %$2)2 + %w%
Cela permet de montrer que ¢ est définie positive.
Cette fonction est donc un produit scalaire.

5 1

1
La matrice de ¢ dans la base canonique est : (1 2).
2

. On prend en premier vecteur e; = (1,0). On a ¢(e1,e1) =1, donc e1 est de norme 1.

On commence par chercher un second vecteur de la forme ez = (a, 1), avec a € R.
On veut que e] Les.
On a p(e1,e2) = l.a+ %1.1—}—0—&—0: % +a.
Pour a = —%, on a donc ex = (%17 1) orthogonal & e;.
Une base orthonormée est une base orthogonale (obtenu) et de norme 1.
On prend ainsi en second vecteur : fo = —(—22—_.

P F2 Ve(ez,e2)
Ona¢(62,62)=i7%+1= %.

(=1 2

On a donc fz = (\/g’ \/3)
La famille (e1, f2) est donc une base de R?, de norme 1, orthogonale. C’est une base
orthonormée de R? pour ¢.

Exercice 3. Soient B = (e1,e2,e3) la base canonique de R3, et soit F =
Vect (e1, e2).

1. Trouver un produit scalaire ¢ tel que

VT = (LL', y,Z) € R37 90(57 f) = ‘T2 + 22/2 + 322 + wa + 4yz + 2xz.

2. Ecrire la matrice de ce produit scalaire dans la base B.

3. Quelle est la dimension de F*? Déterminer une base de F*.




1.

On pose f(u,v) = z1y1 + 22292 + 3x3Yy3 + T1y2 + T2y1 + 222y3 + 2y223 + T1Y3 + T3Y1.
f est une forme bilinéaire symétrique sur R=>.

Ona f(u,u) = £2+2y%+322 4+ 20y +4yz+2x2 = (x+(y+2))2— (y+2)2 +2y% +322 +4yz
flu,u) = (@ +y+2)°+9° + 292 +22%2 = (@ +y+2)° + (y+2)° + 2%

Cela montre que f est définie positive.

1 1 1
La matrice de f dans la base canonique est |1 2 2
1 2 3
F est de dimension 2, donc FL est de dimension 3 — 2 = 1.

On a FL = {e1,e2}t.

On cherche les vecteurs u orthogonaux a ej et es.

On a f(u,e1) =x+y+z, f(u,e2) =2y + z + 2z.

On doit résoudre le systeme linéaire f(u,e1) = 0 et f(u,e2) = 0. Ainsi, on a f(u,e1) =0
et f(u,ez) = 0 si et seulement si z = —y — z et 2y + x + 2z = 0, si et seulement si
r=—-y—zety+z=0,siet seulement si y=—zet x = —y — 2 =0, si et seulement
siu=(0,—z2,2) =2(0,-1,1).

On a donc F- = Veet((0,—1,1)).

Exercice 4. Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit F' un sous-ev de E de
dimension finie.

Soit (61, ..

., €) une base orthonormée de F. Soit = € E.

On pose 2’ =z — >, _,(z, ex)ey.

1. Montrer que z’ € F*.
2. Exprimer ||z]|? en fonction de ||z'|| et des (x, ey).
3. Soit y € F. Montrer que 'on a ||z — y|| > ||2/||.
4. En déduire que d(z, F') = infycp(||x — y||) est atteint, et donner sa valeur.
5. Montrer que le vecteur z € F tel que ||z — z| = infyecp(||z — y||) est unique.
1. Ona Ft ={e1,...,e-}*. On doit donc montrer que z’ est orthogonal & tous les e;.
On a
T T
(@', e;) = (x — Z(m,ek>ek,ei) = (z,e;) — Z(m,ekﬂek,ei) = (z,e;) — (x,e;) = 0.
k=1 k=1
On a donc bien montré que x’ est orthogonal & tous les e;, donc qu’il est orthogonal &
F.
2. Onaz=a'+3_(z,ep)ex.

Or, @’ est orthogonal & >-7 _, (x,e)ey d’apres 1).
D’apres le théoreme de Pythagore, on a donc

T T
21 = Nl + 11 Y (e endenll? = 12'lI* + D {2, ex).
k=1 k=1

3. Comme en 2), onaxz—y=21a'+> 7 _;(z, ex)er —y. Le théoréme de Pythagore donne

.
lz =yl = ll2'I* + | D_ (@, ex)er —yll* > [l’|*.
k=1

On obtient ainsi que ||z — y|| > ||z/]].

4. On pose z =, _(z,eg)e,. On a alors z € F' et 2’ = x — z. De plus, pour tout y € F,

ona [z -yl > [lz — z|.

On en déduit donc que infyep(||lz —yl|) = ||z — 2| = ||2’||. Cet infimum est donc atteint
en z, et vaut ||z’||.
5. Soit 2’ tel que ||z — 2'|| = ||z — 2| = ||2’||.
D’apres ’équation en 3), on a
llz = 2[* = [l/]|* + ||= — 2|1,
donc on a ||z — z|| = ||z — 2’|| si et seulement si ||z — 2’|| = 0, si et seulement si z = 2.

Cet infimum est donc atteint en un unique vecteur z de F.
Ce vecteur est appelé projeté orthogonal de x sur F'.

Exercice 5. Soit I’espace vectoriel R® muni du produit scalaire canonique (.,.).

Soit F' le plan d’équation
T—y+z2=0

1. Déterminer une base orthonormée de F'.

2. Déterminer FL.

1. On a F = Vect((1,1,0),(0,1,1)) = Vect(er, e2). C’est un sous-ev de dimension 2.
Le vecteur e] est de norme V12 + 12 = /2.
On cherche un vecteur f € F' orthogonal a e;.
On cherche f de la forme f =ae; +e2,a € R. Ona f=(a,a+1,1).
Ona (e, fy=a+(a+1)=2a+1.
On a donc flej siet seulement si a = _71

Pour f = (55,4, 1), ona|lfl = /2 +1+1=/%.

Une base orthonormée de F' est donc (%el, \/gf).

2. Ona F+ = {(1,1,0),(0,1,1)}+. Un vecteur orthogonal & ces deux vecteurs est (1, —1, 1).

Le sous-ev F- est de dimension 3 — 2 = 1. On a donc F+ = Vect((1,—1,1)).

Exercice 6. Soit n > 1. Soient zg, . .
R par

e(P,Q) =Y Plxx)Q(xx)

k=0

n

., Zn € K. On définit ¢ : R, [X] X R,[X] —



1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].

2. Trouver une base orthonormée de R,,[X] pour .

1. La fonction ¢ est bien une forme bilinéaire symétrique.
On a (P, P) = S Play)?.
Donc, (P, P) > 0. On a (P, P) = 0 si et seulement si P(z)2 = 0 pour tout 0 < k < n,
si et seulement si P(zy) = 0 pour tout 0 < k < n, si et seulement si P admet zg,...,Zn
comme racines (n + 1 racines distinctes).
Comme deg(P) < n, P est donc le polynome nul.
On a donc bien ¢(P, P) = 0 si et seulement si P = 0.
La forme bilin symétrique ¢ est donc définie positive. C’est bien un produit scalaire
sur Rn[X].

2. Soient Lo, ..., Ly, les polynémes d’interpolation de Lagrange associés a zg,...,Zn.

X—x;

On rappelle que L;(X) = Hj?éi((zifizjj)'
Ona Li(xj) =0sii#jet Li(x;) =1.
Ainsi, pour ¢ # j, on a @(L;, L) = Y p_gLi(xg)Lj(xr) = Li(xi)Lj(x;) +
Li(zj)Lj(z;) = 0.
Et on a @(Li, L,) = ZZ:O LZ(CIJ)@)2 = Ll($1)2 =1.
La famille (Lo, ..., Ln) est donc orthonormée. C’est une base de R, [X], donc c’est une
base orthonormée de cet espace pour le produit scalaire .




