EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : ALCEBRE 3

FEuILLE DE TD N° 2

Déterminant

23 SEPTEMBRE 2021

B Pour commencer . . .

1 0 2
Exercice 1. Soit A= 3 1 4
-1 2 1
Calculer les mineurs Ag 5 et Ap 3.
Calculer det(A) en effectuant un développement selon la premiere ligne.

1 z  x?
Exercice 2. Soit e Ket A= |23 22 =
1 2x 3z

Calculer det(A).

Exercice 3. Soit n > 1.

e On définit 'endomorphisme f : P(X) € R,[X] — X.P'(X) € R,[X].
Calculer det(f).

e On définit 'endomorphisme g : P(X) € R, [X] — P(X + 1) € R,[X].
Calculer det(g).

Exercice 4. Soit n > 1 et A, = (i + j)(
e Calculer det(Asz),det(As).
e Montrer que A, n’est pas inversible pour tout n > 3.

i,4)

Exercice 5. Soient A, B € .#,,(K). On pose M = (g 13)
Calculer det(M).

Exercice 6. Soit n > 1. Soit A, = (max(4, 7)) ;)-
o Calculer det(Az) et det(As).
e Calculer det(A,,).

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 7. Soitn>2et 7€ S,,.
On définit la matrice A, € 4, (K) par a; ; = 6; 7(j)-
Montrer que det(A;) = (7).

Exercice 8. Soit F un e.v. de dimension n, n > 1. Soit s : £ — E une symétrie.
e Exprimer det(s) en fonction de dim (Ker(s — Id)) ou dim (Ker(s + Id)).

e Sur R, [X], on définit 'endomorphisme f par f(ag+ a1 X + ...+ ap,X") =
ap + an_1 X +...4+agX".

Calculer det(f).

e Sur .#,,(K), on définit 'endomorphisme g par g(A) = {(A).

Calculer det(g).

Exercice 9. Soit A € .#,,(Q) & coefficients entiers.

e Montrer que det(A) € Z.

e On suppose que A est inversible et que A™1 est & coefficients entiers.
Montrer que det(A4) = 1.

Exercice 10. Soit n > 2. On définit :

01 0 -0
1 0 1
An=10 1 0

)
0 0 1 0

o Calculer det(As) et det(A4) .
e En déduire det(A,).

B Un peu de produit scalaire . . .



Exercice 11. Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices de M, (R) et
0(A,B) =Tr(A- 'B),

ol Tr est la trace et B est la transposée de B.
n n
1. Montrer que ¢(A, A) = Z Z afj.
i=1 j=1
2. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur l’espace vectoriel M., (R).

3. Soit || - || la norme associée a ce produit scalaire. Exprimer ||A]|.

n o n
2
>

i=1 j=1

n n
4. Montrer que Z Z laij| <n x

i=1 j=1
5. Montrer que ||A- B|| < ||A]] x || B]| -

n n
L (A B)ij =Y aibij, dot (A- *B)ij = > awbji,
k=1 k=1
n

n
dott (A B)ii = Y airbir, dott @(A,B) = Tx(A- 'B) = > (A- ‘B)y =
k=1

i=1
D> aikbix. Donc p(A, A) = " a.
i=1

k=1 i=1k=1
2. La forme ¢ est symétrique car Tr( M) = Tr(M) et *(A- !B) =B 'A. Dol
(A, B) = Te(A- 'B) = Te(B - *A) = p(B, A).
Et bilinéaire car (¢A+ B8B) - *C =aA- *C + BB - 'C et Tr est linéare, d’ou
p(aA+BB,0) =aTr(A- 'C)+ BTre(B - 'C) = ap(A,C) + Be(B, C).
Et positive car (premiére question) ¢(A, A) = Z Z a%, > 0.

i=1k=1
Et définie car

n n
P(AA) =0 = Y > a} =0. = Vi,Vj,a;; =0 = A=0,,(r)
i=1k=1

3. Al = Vo(A, A) =

4. On choisit A = (Ja;;]) et B = (1);; et on applique & ces deux matrices I'inégalité de
Cauchy-Schwarz |p(A, B)| < ||A|| - || B]| :

n n n n n n
> (layl-1)| < afy X [ DD 1
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
n n n n
Done 3°3 " ol < [ 3300,
i=1j=1 i=1j=1
5. — Soient A = (a;j), B = (b;;) et C = AB. On veut obtenir cette inégalité a I'aide

de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. On commence par calculer ||AB|| :

2
On a Cij = Za,kbkj et HAB||2 = ZC?J = Z <Z azkbk3> .
k %) 0] k
— On prend alors les vecteurs u; = (a;x)r € R™ et v; = (bgj)x € R™, pour
1 < 4,7 # n. On applique a ces deux vecteurs 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
le produit scalaire canonique de R™ : < u;,uj >2< |lug |2 - [JvjI3.

Cela donne :
n 2 n n
2 2
TIUN RED SR SN
k=1 k=1 =1
Puis, on somme sur i et j :

i,7=1 \k=1 i,j=1k=1 £=1
n n 2 n n
— D’ou Z (Z aikbkj> < Z aZ - Z b%j. On obtient donc : [|[A- BJ| <
ij=1 \k=1 ik=1 je=1
Al < 1Bl -



Indications

Exercice 2
On cherchera & utiliser des factorisations/opérations sur les lignes/opérations
sur les colonnes le plus possible.

Exercice 3
Ecrire la matrice de f (et g) dans une base de R,,[X].

Exercice 4
On cherchera a calculer un déterminant.
Utiliser des opérations sur les lignes/colonnes.

Exercice 5

On cherchera a se ramener a

0
0 Bl

Exercice 7
On utilisera un résultat qui contient des permutations.

Exercice 8
On pourra montrer que f et g sont des symétries.

Exercice 10
Utiliser des opérations sur les lignes et les colonnes.
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