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■ Pour commencer . . .

Exercice 1. Soit A =

 1 0 2
3 1 4
−1 2 1

.

Calculer les mineurs ∆2,2 et ∆1,3.
Calculer det(A) en effectuant un développement selon la première ligne.

Exercice 2. Soit x ∈ K et A =

 1 x x2

x3 x2 x
1 2x 3x

.

Calculer det(A).

Exercice 3. Soit n ≥ 1.
• On définit l’endomorphisme f : P (X) ∈ Rn[X] 7→ X.P ′(X) ∈ Rn[X].
Calculer det(f).
• On définit l’endomorphisme g : P (X) ∈ Rn[X] 7→ P (X + 1) ∈ Rn[X].
Calculer det(g).

Exercice 4. Soit n ≥ 1 et An = (i+ j)(i,j).
• Calculer det(A2),det(A3).
• Montrer que An n’est pas inversible pour tout n ≥ 3.

Exercice 5. Soient A,B ∈ Mn(K). On pose M =

(
0 A
B 0

)
.

Calculer det(M).

Exercice 6. Soit n ≥ 1. Soit An = (max(i, j))(i,j).
• Calculer det(A2) et det(A3).
• Calculer det(An).

■ Pour aller plus loin . . .

Exercice 7. Soit n ≥ 2 et τ ∈ Sn.
On définit la matrice Aτ ∈ Mn(K) par ai,j = δi,τ(j).
Montrer que det(Aτ ) = ε(τ).

Exercice 8. Soit E un e.v. de dimension n, n ≥ 1. Soit s : E → E une symétrie.
• Exprimer det(s) en fonction de dim (Ker(s− Id)) ou dim (Ker(s+ Id)).
• Sur Rn[X], on définit l’endomorphisme f par f(a0 + a1X + . . .+ anX

n) =
an + an−1X + . . .+ a0X

n.
Calculer det(f).
• Sur Mn(K), on définit l’endomorphisme g par g(A) = t(A).
Calculer det(g).

Exercice 9. Soit A ∈ Mn(Q) à coefficients entiers.
• Montrer que det(A) ∈ Z.
• On suppose que A est inversible et que A−1 est à coefficients entiers.
Montrer que det(A) = ±1.

Exercice 10. Soit n ≥ 2. On définit :

An =



0 1 0 · · · 0

1 0 1
. . .

...

0 1
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1

0 · · · 0 1 0


.

• Calculer det(A3) et det(A4) .
• En déduire det(An).

■ Un peu de produit scalaire . . .



Exercice 11. Soient A = (aij) et B = (bij) deux matrices de Mn(R) et

φ(A,B) = Tr(A · tB),

où Tr est la trace et tB est la transposée de B.

1. Montrer que φ(A,A) =

n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij .

2. Montrer que φ est un produit scalaire sur l’espace vectoriel Mn(R).
3. Soit ∥ · ∥ la norme associée à ce produit scalaire. Exprimer ∥A∥.

4. Montrer que
n∑

i=1

n∑
j=1

|aij | ≤ n×

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij .

5. Montrer que ∥A ·B∥ ⩽ ∥A∥ × ∥B∥ .

1. (A ·B)ij =

n∑
k=1

aikbkj , d’où (A · tB)ij =

n∑
k=1

aikbjk,

d’où (A · tB)ii =

n∑
k=1

aikbik, d’où φ(A,B) = Tr(A · tB) =

n∑
i=1

(A · tB)ii =

n∑
i=1

n∑
k=1

aikbik. Donc φ(A,A) =

n∑
i=1

n∑
k=1

a2ik.

2. La forme φ est symétrique car Tr( tM) = Tr(M) et t(A · tB) = B · tA. D’où

φ(A,B) = Tr(A · tB) = Tr(B · tA) = φ(B,A).

Et bilinéaire car (αA+ βB) · tC = αA · tC + βB · tC et Tr est linéare, d’où

φ(αA+ βB,C) = αTr(A · tC) + βTr(B · tC) = αφ(A,C) + βφ(B,C).

Et positive car (première question) φ(A,A) =

n∑
i=1

n∑
k=1

a2ik ≥ 0.

Et définie car

φ(A,A) = 0 =⇒
n∑

i=1

n∑
k=1

a2ik = 0. =⇒ ∀i, ∀j, aij = 0 =⇒ A = 0Mn(R).

3. ∥A∥ =
√

φ(A,A) =

√√√√ n∑
i=1

n∑
k=1

a2ik.

4. On choisit A = (|aij |) et B = (1)ij et on applique à ces deux matrices l’inégalité de
Cauchy-Schwarz |φ(A,B)| ≤ ∥A∥ · ∥B∥ :∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

n∑
j=1

(|aij | · 1)

∣∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ n∑

i=1

n∑
j=1

a2ij ×

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

12.

Donc

n∑
i=1

n∑
j=1

|aij | ≤ n×

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij .

5. — Soient A = (aij), B = (bij) et C = AB. On veut obtenir cette inégalité à l’aide
de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. On commence par calculer ∥AB∥ :

On a cij =
∑
k

aikbkj et ∥AB∥2 =
∑
i,j

c2ij =
∑
i,j

(∑
k

aikbkj

)2

.

— On prend alors les vecteurs ui = (aik)k ∈ Rn et vj = (bkj)k ∈ Rn, pour
1 ≤ i, j ̸= n. On applique à ces deux vecteurs l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour
le produit scalaire canonique de Rn : < ui, uj >2≤ ∥ui∥22 · ∥vj∥22.
Cela donne : (

n∑
k=1

aikbkj

)2

≤
n∑

k=1

a2ik ·
n∑

ℓ=1

b2ℓj .

Puis, on somme sur i et j :

n∑
i,j=1

(
n∑

k=1

aikbkj

)2

≤
n∑

i,j=1

n∑
k=1

a2ik ·
n∑

ℓ=1

b2ℓj .

— D’où
n∑

i,j=1

(
n∑

k=1

aikbkj

)2

≤
n∑

i,k=1

a2ik ·
n∑

j,ℓ=1

b2ℓj . On obtient donc : ∥A ·B∥ ⩽

∥A∥ × ∥B∥ .



Indications

Exercice 2
On cherchera à utiliser des factorisations/opérations sur les lignes/opérations
sur les colonnes le plus possible.

Exercice 3
Ecrire la matrice de f (et g) dans une base de Rn[X].

Exercice 4
On cherchera à calculer un déterminant.
Utiliser des opérations sur les lignes/colonnes.

Exercice 5

On cherchera à se ramener à

∣∣∣∣A 0
0 B

∣∣∣∣.
Exercice 7

On utilisera un résultat qui contient des permutations.

Exercice 8
On pourra montrer que f et g sont des symétries.

Exercice 10
Utiliser des opérations sur les lignes et les colonnes.


















