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B Pour commencer . . .

0o 1 2
Exercice 1. Soient A=| -1 0 —-1] et AekK.
-2 1 0

e Résoudre I’équation det(A3 — A) = 0.
e Si det(A3 — A) = 0, que peut-on dire sur Ker (A3 — A)?
e En déduire Spec (A).

On calcule :

A -1 -2 3 A -1 - A -1 -1
1 A 1 = 1T A =2 =1 A -2
9 1 A G G-CGi=202 4, ) 2 —1 1

= A+2 -2 0

det(AM3—A) Li <+ Li+Ls X ;_ A—2 0| = ALL((A+2)(A—2)+10) = A(A\%2—4+10)

Lo < Lo+ 2L3 2 -1 1
Donc, on a det(A3 — A) = 0 si et seulement si A(A\? —6) = 0. Les solutions sont 0, v/6, —/6.
e Si det(A3 — A) = 0, on sait alors que la matrice AI3 — A n’est pas inversible. Or, une
matrice carrée n’est pas inversible si et seulement si elle n’est pas injective. Donc, on a
Ker (A3 — A) # {0}. Ainsi, les solutions de 1’équation sont des valeurs propres pour A.
e Réciproquement, si A est une valeur propre pour A, alors A — AI3 n’est pas inversible, et
donc det(M\3 — A) = 0. Ainsi, Spec (4) = {0,v6, —/6}.

(5 3)

e Résoudre 'équation AX =Y avec la méthode de Cramer.

Exercice 2. Soit A =

On a det(A) = —2 — 15 = —17 # 0, donc A est inversible. On peut appliquer la méthode de
Cramer.
L’équation AX =Y admet ainsi une unique solution X, et ses coefficients valent :

1 vy 3 —1 —2y1 + 3y2

1T det(A) |v2 2‘ 17 (21 = 3u2) 17
1 -1 yi| -1 5y1 + y2
- = o (—yp —Byy) = 2L T2

27 Jet(A) '5 yo| = 77 (Tv2 W) 17

Note : Comme A est inversible, on a AX =Y si et seulement si X = A=Y, avec A~1 =
m (_25 :?) On retrouve alors le méme résultat.

Exercice 3. Soit A € .#,,(R) une matrice antisymétrique (‘A = —A).

e On suppose que n est impair. Montrer que det(A) = 0.

e Si n est pair, est-ce que cela est encore vrai?

e On a det(A) = det(*A) = det(—A) = (—1)"det(A). Si n est impair, on obtient donc
det(A) = — det(A), donc 2det(A) = 0, c’est-a-dire det(A) = 0.

0 I
—Ir O
Son déterminant est donc non-nul. (d’aprés le TD 2, on a det(A) = (—1)F det(I},) det(—1I) =
(DE(=DF=1)

e Sin est pair, n = 2k, la matrice par blocs A = est antisymétrique et inversible.

Exercice 4. Calculer :

0 a b a-+b b+c c+a
a 0 c|, |a®2+b® b2+ 2 +4d?].
b ¢ O a4+ B+ AF4dd

— En développant selon la premiere ligne, on a :

0 a b 0

a 0 ¢ |=-a|® € +0b a = abc 4 abc = 2abc.
b 0 b ¢

b ¢ 0

— On cherche a se ramener & un déterminant de Vandermonde. On commence par effectuer



Co + Co — Cq et C3 + C3 — Cq. Puis, on effectue Cq7 <+ C3 + C3. Cela donne :

D

a+b
— a2+b2
a® + b3
a+b
— a2+b2
a® + b3

b+c
b% + ¢?
b3 4 ¢
c—a
¢ —a?

3 —ad

On peut alors factoriser C1 par 2 et effectuer Cy < Co — C1, C3 < C3 — C1, pour

obtenir :

c+a
? +a?
03+a3
c—b 2¢ c—a c—b
=02 |=| 2¢2 2—a? % —0b?
¢ — b3 2¢3 B —a® S -b3

c —a —b
2 —a? b2
A —ad b3

On peut se ramener ainsi & un déterminant de Vandermonde :

1 1
D = 2abc| c a
2 a?

Exercice 5. Soit n > 1. On définit

1
b | =2abc(a —c)(b—c)(b—a).
b2

C A, = (1) € M (K).

e Soit A € K. Calculer det(As — Al3), puis det(A, — Alp,).

e En déduire Spec (Ay,).

e Pour X € Spec (4,,), déterminer E)(A4,).

e On calcule :

1—X 1 1
11— 1

1 1 11—
11— 1 n—AA
1 11— n—A
1 1 n—2A

- A 1 1

1 1—A 1

A 0 0
_ Y 0
LieLi—LoVli<i<n—1 (™= "
1 11
A2 0 ... 0
-\ 0
=(n—X).(-1)>".1L =(n=XEN""" = ()" (A =n)
0 ... 0 =X

e On a vu dans d’autres exercices que A € Spec (Ay,) si et seulement si det(A, — AI,) = 0.
Donc, Spec (An) = {0,n}.

e Détermination de Ep(An). On remarque que la matrice A, est de rang 1, donc
Ey(An) = Ker (Ay) est de dimension n — 1.

Pour (e1,. .., en) la base canonique de R™, on remarque que ez —er, . . .
teurs de Ker (Ay, ). Cette famille est de plus libre, donc Eg(Ay) = Vectea —e1,...,en — en—1.
Détermination de Ep(Ay). Soit X un vecteur propre de A,, de valeur propre n. On a alors
AnX =nX. On obtient donc : 1 + ...+ zn = n.x;, pour 1 <i < n.

On montre alors que A, X = nX si et seulement si 1 = x2 = ... = T, si et seulement si
X € Vecte; +ea+...4+en.

Donc, E,(An) = Vecter +e2 + ...+ en.

,en —en—1 sont des vec-

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 6.
1. Soit n € N*. Montrer que GL,,(R) est dense dans .#,(R) pour la norme 1
Al = Z” |a; 5]

2. Soient A, B € GL,(R). Montrer que com (AB) = com (A) com (B).
3. Soient A, B € .#,,(R). Montrer que com (AB) = com (A4) com (B).

1. Soit A € #»(R). Trouvons une suite (A ) € GL, (R) qui converge vers A.
On définit la fonction
P:xz e R~ det(A+zly).
Cette fonction est un polynéme en x de degré n. Donc elle s’annule en au plus n points.
Ainsi, Je > 0 tel que Vz € (—¢,¢) \ {0}, p(z) # 0, c’est-a-dire que A + zI, € GL,(R).
Soit N > % Alors, Vm > N on a % < €, donc Ay, = A+ ifn € GLn(R). De plus
(Am), converge vers A pour la norme 1, ce qui conclut.



2. On a A et B inversibles, donc AB est inversible. En regardant leurs inverses, on obtient :

1
(ABy ' = ——*com (AB) =B~ 1A~ =

det(AB) feom (B)

1
det(B) det(A) feom (4).

En passant a nouveau a la transposée, on obtient :
com (AB) = com (A) com (B) .
3. Ici, A et B ne sont pas forcément inversibles. D’apres la premiere question, pour p € N
assez grand, les matrices
1 1
A+-I, e B+-I,
p p
sont inversibles. On a donc
1 1 1 1
com | (A+ —In)(B+ —In) | =com | A+ —In Jcom | B+ —1In | .
p p p p

Or, pour M une matrice, les coefficients de com (M) sont des polynémes en les m; ; de
degré au plus n — 1. Les coefficients de com (M) sont donc des fonctions continues en
les m; ;. Comme les coefficients de A + %In convergent vers les coefficients de A quand

p — +00, on obtient donc que les coefficients de com (A + %In) convergent vers les

coefficients de com (A), par continuité. (Cela fait une convergence pour la norme 1 des
matrices)
Ainsi, on peut passer a la limite quand p — 400, ce qui donne :

com (AB) = com (A) com (B) .

Exercice 7.

1. Montrer que la famille de polyndmes
(X2 (X +1)% (X +2)%, (X +3)?)

est liée.
2. Soient a, b, c,d € C. Montrer que le déterminant suivant est nul :
2 b2 02 d2
(a+1)2 (b+1)? (c+1)? (d+1)?
(@a+2)%2 (b+2)? (c+2)? (d+2)?
(a+3)? (b+3)?% (c+3)? (d+3)?

1. Ces 4 polynémes sont dans C3[X], qui est de dimension 3. Cette famille est donc
forcément liée.

2. D’apres (1), 3 (A1, A2, A3, A4) # (0,0,0,0) tel que
Mz + ez +1)2 + X3z +2)2 + Az +3)% = 0.

Pour x = a, b, ¢ puis d, cela donne :

aj (a+ 1)2 (a+ 2);’ (a+ 3); 0
S SN G EEN e SV e R B
d? (d+1)2 (d+2)? (d+3)2 0
Donc, la matrice
a? (a+1?2 (a+2)? (a+3)?
Mo | P e+ (42?2 (b+3)?
- 2 (c+1?2 (c+2)? (c+3)?
2 (d+1)? (d+2)? (d+3)2

n’est pas inversible car ses vecteurs colonne forment une famille liée. Donc D = det ‘M =
det M = 0.

Exercice 8. Soit A € 4, (R) telle que : Vi,j € {1,...,n}, a;; € {-1,1}.
Montrer que 2”1 | det A.

Soit 2 < i < n. En effectuant 'opération C; < C; + C1, les coefficients de la colonne C; sont
alors & valeurs dans {—2,0,2}. On peut alors factoriser tous ces coefficients par 2 et obtenir
une colonne & valeurs dans {—1,0,1}.

En effectuant 'opération C; < C; + C1 pour tout 2 < i < n, les colonnes Co,...,C), auront
toutes des coefficients dans {—2,0, 2}, et seront toutes factorisables par 2.

On obtient donc det(A) = 27~1 det(B), ol B est une matrice dont les coefficients sont dans
{—1,0,1}. Comme A et B sont a coefficients entiers, leurs déterminants sont des entiers.
D’oit 277 1| det(A).



Indications

Exercice 4
On pourra chercher & se ramener a une matrice de Vandermonde.

Exercice 6
2) Quelles sont les propriétés de com (A) ? 3) Utiliser les questions précédentes.

Exercice 8
Utiliser des opérations sur les colonnes.




