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B Pour commencer . . .
Exercice 1. Soit o un réel et soit A la matrice définie par :

3—a a—5 «
A= - a—2 «
5 -5 =2

€ M3(R)

Déterminer x4 et Spec (A).

Remarque : Calculer x4 (X) et le factoriser nous donne Spec (A4). A 'opposé, trouver des
vecteurs propres ”"simples” pour A et leurs valeurs propres associées donne de 'information
que x4 (X).

De méme, Tr(A) et det(A) permettent de déduire certaines racines de x 4.

Le but de tous ces résultats est d’avoir une méthode assez générale qui permet de calculer ce
que 'on désire, et plein de petites techniques rapides qui permettent d’obtenir le résultat
plus rapidement.

e On peut commencer par tester si des vecteurs comme (1,1,1), (0,1,1), (1,—1,0),... sont
des vecteurs propres.

1 1
On remarque que pour u = |1 | etv= [0, on a Au = —2u et Av = 3w.
0 1

Ainsi, on a {—2,3} C Spec (A), et (X + 2)(X — 3)|xa(X).
Comme x4 (X) est unitaire et de degré 3, on a x4 (X) = (X 4+ 2)(X — 3)(X —b).
On a alors 2 -3 —b = Tr(A) = —4. On en déduit que b = 3, c’est-a-dire xa(X) =
(X +2)(X —3)2.
On en déduit aussi que Spec (4) = {—2,3}.
Autre résolution par un calcul de déterminant : On calcule :
X-3+a 5—a —a
XA(X) =det(XI3 — A) = ! X4+2—-a -—a
-5 5 2-X

Cre-C1+C X +2 55—« —«
xa(X) TTET? X 42 X+42-a  -a
0 5 X +2
1 55—« —a
xa(X) 2 xaovlo x -3 o :(X+2)‘1.‘X5_3 X(er‘:(XJrz)?(X_g).

0 5 X+2
On retrouve ainsi x 4(X) = (X + 2)(X — 3)2 et Spec (A) = {—2,3}.

Exercice 2. Soient n un entier naturel non nul et f ’endomorphisme de R, [X]
défini par

f(P(X)) = (X*-1)P"(X) + (2X + 1)P'(X).
. Calculer x¢(X) et Spec (f).

2. Déterminer le noyau de f.

—_

3. On se place dans le cas ot n = 2.
Déterminer une base de Ry[X] formée de vecteurs propres de f.

1. Dans la base canonique (1, X,---,X") de R,[X], on a: f(X°) =0, f(X)=2X +1
et, fF(XF) = k(k+1)XF + kX*1 —k(k—1)X*=2, ¥2 < k < n. Pour A la matrice de
f dans la base canonique, on a donc :

0 1 -2

0 2
A=|0 0 2x3

0 e 0 n(n+1)
Comme la matrice A est triangulaire supérieure, an en déduit que x¢(X) = xa(X) =
mp_o(X — k(k + 1)). Le spectre de A est donc Spec (4) = {0,2,2 x 3,--- ,n(n+1)}.
La matrice A est de taille n + 1 et elle posséde n + 1 valeurs propres distinctes.
2. D’une part, on a f(1) =0, d’out X° € Ker(f).

D’autre part, pour k > 1 on a deg(f(X*)) = k. Donc, pour tout polynéme P de degré
1 ou plus, on a deg(f(P)) = deg(P) > 0. On en déduit donc que Ker(f) = Vect(1), le
sous-e.v. des polynoémes constants.

0o 1 -2
3. Quandn=2,onaA= (0 2 2 | et Spec(A4)=10,2,6}.
0 0 6

On va utiliser la forme triangulaire supérieure de A pour trouver des vecteurs propres
associés & chacune de ses valeurs propres (0,2 et 6).

Notons (e1, €2, e3) la base canonique de R3.

On a Ae; =0, Aes = 2e2 + e et Aeg = 6e3 + 2e2 — 2e;.



Ainsi, pour X1 = e, on a AX; =0.
Ensuite, pour X9 = eg + %el, on remarque que 'on a AX9 =2e2 +e; +0=2X>s.
En posant X3 =e3 + %62 — iel, on obtient AX3 = 6es + 3ea — %el =6X3.

a

Comme un vecteur colonne V = [ b | représente le polynéme P(X) = a + bX + cX?
c

dans la base canonique de Rz[X], on en déduit que la famille (1,14 2X,1—2X —4X?2)

est une famille de vecteurs propres pour f. Les polynomes de cette famille ayant tous

des degrés différents, cette famile est libre, et posseéde 3 polynomes. C’est donc une

base de Ra[X].

Exercice 3. Soient u, v deux endomorphismes d'un R-espace vectoriel E.
1. Soit A une valeur propre de u o v. Montrer que :
Si A # 0, alors A est une valeur propre de v o u.
2. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que la propriété de la
premiere question est encore vraie pour A = 0.

3. On prend maintenant F = R[X].
On pose u(P) = P’ 'endomorphisme de dérivation, et v 'endomorphisme
de primitivation (v(1) = X et v(X*) = 5 X*1).
Déterminer Ker(u o v) et Ker(v o u). Conclure.

1. Soit A une valeur propre de uow. Il existe un vecteur z € E non-nul tel que u(v(z)) = Az.
D’ou : (vou)(v(z)) = Av(zx). Or v(z) # 0 car u(v(z)) # 0. Donc A est une valeur propre
de vou.

2. On suppose que E est de dimension finie. Si 0 est une valeur propre de w o v, alors
det(uov) = 0. Or det(u o v) = det(v o u). D’olt det(v o u) = 0. Donc 0 est une valeur
propre de v o u.

3. Pour chaque polynéme P € R[X], on a u o v(P)(X) = P(X) et vou(P)(X) =
P(X) — P(0).

Ainsi, on a : Ker(uov) = {0} et Ker(vou)=Rg[X].
0 est donc une valeur propre de v o u, mais pas de u o v.
Dong, le résultat de la question précédente est faux en général en dimension infinie.

01 0
Exercice 4. 1. Soit la matrice J =10 0 1
1 0 0

(a) Calculer le polynéme caractéristique de J.

(b) En déduire les valeurs propres complexes de la matrice J.
(On notera j le nombre complexe ¢?27/3.)

(c) Déterminer une base B de C3 formée de vecteurs propres de J.
(d) Pour f: X € C3~ J.X € C3, donner I'écriture de Matp(f).

2. Pour tout vecteur (z,y, z) de R3, on définit la matrice

T Yy =z
Alz,y,2) =2z = y
Yy z T

(a) Montrer que la matrice A(x,y, z) est une combinaison linéaire de I3,
J et J2.

(b) En déduire que tout vecteur propre de J est aussi un vecteur propre
de A(z,y, 2).

(c) Que valent Spec (A(x,y,2)) et X A(z,y,2) ?

(d) Montrer que toutes toutes les valeurs propres de A(x, y,y) sont réelles.

1. (a) Le polynéme caractéristique de la matrice J est
X -1 0

det(XIs—J)=|0 X -1|=X3-1.
-1 0 X

(b) Les valeurs propres complexes de la matrice J sont les trois racines cubiques de
Punité : 1, j et j2.

(c) Trois vecteurs propres associés aux trois valeurs propres 1, j et j2 sont respecti-

vement :
1 1 1
Ww= |1 , i=114 et Vo= |42
1 32 J

Ces trois vecteurs forment bien une base de C3 car le déterminant det(V1, V2, Va)
n’est pas nul.

(d) Par définition de f, on a f(Vo) = Vo, f(V1) = W1, et f(Va) = j2Va. Ainsi,
la matrice de f dans la base B = (1o, V1, V2) est diagonale : Matg(f) =
Diag (1,4, 72).

2. (a) La matrice J? s’écrit

(=N N}

0 1
0 0],dot A(z,y,2) = xlz +yJ + 2J2.
1 0



(b) Soit V un vecteur propre de J pour la valeur propre A : J -V = X-V.
On aalors J2-V =A2.V, dou

Az, y,2) V =al3-V4yJ V+2J2.V = 2. V4y\- V4222V = (x4 y+222) - V.

Donc V est aussi un vecteur propre de la matrice A(z,y, z) pour la valeur propre
x+ Ay + N2z

(c) En posant g : X € C3 +— A(z,y,2)X, on a alors g = x.1d +y.f + z.f2.
Donc, d’aprés une question précédente, on a

Matp(g) = x.Matg(Id) +y.Matg(f) + z.Matg(f?)
= 2.I3 + y. Diag (1,7, j2) + 2. Diag (1,7, 52)°
:Diag(ac+y+z,x+jy+j22,w+j2y+jz).
On en déduit donc que
XA(z,y,2)(X) = Xg(X) = (X = (@ +y+2))(X — (2 +jy+5°2)) (X — (z+5%y +j2))
et que Spec (A(z,y,2)) = {z +y + 2,z +jy +j%z 2 + 5%y +jz}.
(d) Siy = z, alors les valeurs propres de A sont (en utilisant 1+ j + 52 = 0) :
z+2 , w+jyt+itz=a+y(+it)=z-y et z+iz+jily=z—y.
Elles sont toutes réelles.

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 5. Soient a,b € R. On pose A =

QO
> O R

b

b

0

e Montrer que u = {(1,1,1) est un vecteur propre de A. Déterminer x4 et
Spec (4).

e On suppose que a # 0, b # 0 et a # b. Trouver des vecteurs propres w, v
pour les valeurs propres —a et —b.

e La famille (u,v,w) est-elle une base de R ?
e Que trouve-t-onsia=0oub=07

e Pour X =1,1,1), on a AX = (a + b)X, donc X est un vecteur propre de A.

On a aussi Tr(A) = 0.

Connaitre ce vecteur propre nous aide & calculer le polynéme caractéristique de A, en faisant
sortir (X — a — b) en facteur. Cela donne :

X —a -b o 1 —a -b
xA(X)=det(XIs—A)=|—-a X —b o (X—a=-b)|1l X —b
e b X C1+C1+0C2+C3 1 b X

= 1 —a -b
XA(X) Lo« Lo—L; (X—a—-b)|0 X+a 0 :(X—a—b)(X+a)(X+b).

L3 < L3z — Ly 0 —-b4+a X+0b

Ainsi, Spec (A) = {a + b, —a, —b}.

En développant x 4 on retrouve le fait que Tr(A) = 0, et on trouve que det(A) = —(a+ b)ab.
e On cherche un vecteur propre pour la valeur propre —a, et un vecteur propre pour la valeur
propre —b. Comme ces deux valeurs propres sont différentes, on aura bien deux vecteurs
propres différents.

Chercher un vecteur propre pour —a revient & trouver une solution AX = —aX, c’est-a-dire
a trouver des vecteurs dans le noyau de la matrice

a a b
A4+al3=|a a b
a b a

Comme a # 0 et a # b, la méthode du Pivot nous permet de trouver que Ker (A + al3) =
E_a(A) = Vect {(— 2t 1,1).

Quitte & multiplier par a, on obtient que v = {(—a — b, a, b) est un vecteur propre de A pour
la valeur propre —a.

Chercher un vecteur propre pour —b revient a trouver un vecteur dans le noyau de

b a b
A4+bls=|a b b
a b b

Comme b # 0 et a # b, la méthode du Pivot nous permet de trouver que
Ker (A + bl3) = E_y(A) = Ker (t(1, 1, —GT“’)).

Quitte & multiplier par b, on obtient que w = ¥b,b, —a — b) est un vecteur propre de A pour
la valeur propre —b.

e On veut savoir si (u, v, w) est une base de R3. On calcule le déterminant de cette famille.
Cela donne :

1 —a-» b 1 —a-b» b
1 a b =10 2a+b 0 =1.1.(2a+b)(—a—2b) = —(2a+b)(a+2b).
1 a —a—>b 0 2a+b —a—2b

La famille (u,v,w) est donc une base de R? si et seulement si 2a 4+ b # 0 et a + 2b # 0,
c’est-a-dire si et seulement si a + b # —a et a + b # —b. Cette famille de vecteurs propres de
A est une base de R? lorsque les valeurs propres a + b, —a, —b sont distinctes.

eSia=b=0o0naA=0. Tous les vecteurs de R? sont donc des vecteurs propres de A,
et toute base de R3 est une base de vecteurs propres de A.
Sia=0etb#0,o0nali—a—baa)=—b{1,0,0) et {b,b,—a — b)) =bl(1,1,-1)).
On vérifie immédiatement que ces deux nouveaux vecteurs sont encore des vecteurs propres
de A.
Sib=0eta#0,onai—a—baa)=—al(-1,1,1) et (b,b,—a — b)) = a%(0,0,1)).
On vérifie immédiatement que ces deux nouveaux vecteurs sont encore des vecteurs propres
de A.



Les familles ((1,1,1),(1,0,0),(1,1,—-1)) et ((1,1,1),(0,0,1), (—1,1,1)) sont libres car leurs

déterminants sont non-nuls (développement selon la 2e colonne), et on obtient & nouveau

des bases de R3 formées de vecteurs propres de A.

Finalement, on a pu obtenir des bases de R3 formées de vecteurs propres de A, sauf lorsque
(a+b=—-aoua+b=—b)et (a+#0oub#0).

Exercice 6. Soient n > 1, K un corps, et A, B € #,,(K).

On suppose que A est inversible. Montrer que x ap(X) = xpa(X).
On suppose que K contient Q et que A est quelconque. Montrer que
xaB(X) = xpa(X).

On suppose que K est quelconque. Soit A € K.

Montrer, en calculant de deux fagons différentes det((Aé" }4>)7 que
n

xaB(A) = xBa(N).

Comme A est inversible, on a :

xaB(X) = det(X1I, — AB) = det(A™ (X1, — AB)A) = det(X I, — BA) = xpa(X),
d’apres les propriétés du déterminant (invariance par similitude).

Soit A € K. On va montrer que xa(X) = xa(A).

Pour z € K on pose A(z) = A — zI,,. La fonction z — det(A(z)) est un polynéme en
z de degré n. Ce polyndéme posseéde au plus n racines distinctes dans K. Comme K

contient @, il posséde une infinité d’éléments. Donc, pour une infinité de z € K, la
matrice A(z) est inversible. D’apres le premier point, on obtient :

XA(z)B(A) = det(AMn — (A — 2In)B) = XxBa(z)(A) = det(AMn — B(A — 2I)).

Donc, les fonctions polynémiales f : z +— det(Al, — (A — zI,)B) et g : z — det(A\ ] —
B(A — z21I,)) sont égales en une infinité de nombres z. Comme g — f est une fonction
polynémiale qui s’annule en une infinité de points, on a donc f — g = 0 c’est-a-dire
f=g9

On obtient en particulier que f(0) = ¢(0), c’est-a-dire det(AI,, — AB) = det(AI, — BA).
Comme cela est vrai pour tout A € K, les polynémes x 4p(X) et xpa(X) sont égaux,
ce qui conclut.

Autre solution : Fixons la matrice B. D’apres ’expression du déterminant, P4 (X) =
det(XI, — AB) — det(X I, — BA) est un polynoéme de degré au plus n, et dont les
coefficients sont des polynémes en les a; ;. Les coefficients du polynéme P4 sont donc
des fonctions continues en les coefficients de la matrice A.

La fonction A — P4 (X) est donc une fonction continue de (#n(K),||.||cc) vers
(Kn[XT, [[-[loo0)-

Prenons A € 4 (K).

Comme les matrices inversibles sont denses dans ./, (K) pour la norme ||.||co, il existe

une suite A,, de matrices inversibles qui converge vers A en norme infinie. Par continuité,

on a donc 0 = Py, (X) 2nsioo Pa. D'oll XAB = XBA-

On calcule le déterminant de la matrice M = (Aé" ;4) via la méthode du Pivot sur
n

les lignes, en se servant de A\I,, et de I, pour se ramener & une matrice triangulaire

supérieure par bloc (pour la trigonaliser). On a :

A, A In 0\ (Al,—AB A
B I -B I,) 0 Ay
On obtient ainsi det(M) = xap(X).

B I,
méthode du Pivot sur les colonnes, en se servant de A, et de I, pour se ramener a
une matrice triangulaire inférieure par bloc (pour la trigonaliser). On a :

M, A\ (M, —A\ _ (A, 0

(B In) ( 0 )Jn) = ( B —BA+)\In)
On obtient ainsi A™ det(M) = A"xpa(A).
SiXA# onadet(M)=xpa(N).
Si A = 0, le premier calcul donne det(M) = xap(0) = det(—AB) = det(—BA) =
xB4(0).
On a donc bien que xpa(A) = xap(A), pour tout A € K.
Attention : Pour un corps K qui est un corps avec un nombre fini d’éléments (par
exemple Z/pZ), le fait que P(A\) = Q(X) pour tout A n’implique pas que P(X) = Q(X)
(par exemple avec P(X) = X2 + X, Q(X) =0, K = Z/27).

. . . . . T, A .
On calcule une deuxiéme fois le déterminant de la matrice M = Aln ) via la



Indications

Exercice 4
2.¢) On pourra poser g : X — A(z,y,2)X et exprimer g en fonction de f.

Exercice 6
2) On pourra poser A(z) = A+ zI,, et étudier xpa()-




