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B Pour commencer . . .

Exercice 1. Soient A € GL(n)K et B € #,(K). On suppose que AB est
diagonalisable.
Montrer que BA est diagonalisable.

Comme A est inversible, on a BA = A71(AB)A, donc BA et AB sont semblables.

Ainsi, en utilisant des invariants de similitude, on trouve que Spec (BA) = Spec (AB) =
{A1,..., A}, et que dim(Ey, (BA)) = dim(E)y, (AB).

On en déduit donc que :

> " dim(Ey, (BA) =) _ dim(Ey,(AB) = n,

1=1 =1

Donc la matrice BA est diagonalisable.

Autre preuve : Comme AB est diagonalisable, il existe une matrice P inversible et une matrice
diagonale D telle que P~'ABP = D.

On a alors :

PTlABA)A™IP = (PA~) Y (BA)(PA™Y) = P71ABP = D,

donc la matrice BA est semblable & une matrice diagonale.

Ainsi, la matrice BA est diagonalisable.

Exercice 2. Dire si les matrices suivantes sont diagonalisables. Si oui, les
diagonaliser.

1 3 0 111 1 5 -3 L. 1
A=(3 -2 -1|,B=(0 1 1|,c=10 2 0]|,D=]: :
0 -1 1 00 1 00 2 1

1
1. On a Tr(A) = 0. On remarque un vecteur propre facile : pour u = [ 0 | on a Au = u.
3
On calcule le polynéme caractéristique x4 (X). Avec le vecteur propre u, on commence
par lopération C1 <+ C1 + 3C3 afin de factoriser (X + 1) dans le calcul du déterminant.
On obtient x4 (X) = (X — 1)(X?2 + X —12).
Apres factorisation, cela donne x 4(X) = (X — 1)(X +4)(X — 3).
Le spectre de A est donc {—4,1,3}. La dimension de chaque sous-espace propre de A
vaut donc 1, et son polynéme caractéristique est scindé. Donc, A est diagonalisable.

3
En résolvant les équations AX = 3X et AX = —4X, on trouve que v = 2 et
—1
3
w = | —5 | sont des vecteurs propres de A, pour les valeurs propres 3 et —4.
—1

Ces vecteurs propres étant associés & des valeurs propres différentes, la famille (u, v, w)
est donc une base de K3.

Ainsi, pour P la matrice de passage de la base canonique vers la base (u, v, w), c’est-a-
dire

1 3 3
p=|0o 2 -5/,
3 -1 -1

on a P~'AP = Diag (1,3, —4).
2. Onaxp(X) = (X—1)3. Lamatrice B est diagonalisable si et seulement si dim(Ker(B—

0 1 1
I3)) =3.0r,onaB—I3= |0 0 1|,quiestderang2,doncdim(Ker(B—1I3))=1.
0 0 O

Cette matrice n’est pas diagonalisable

3. Ona xo(X) = (X — 1)(X — 2)2. Le spectre de C est {1,2} et dim(E1(C)) = 1.

La matrice C est diagonalisable si et seulement si dim(Ker(C — 2I3)) = 2.
-1 5 =3

Or,onaC—2I3=| 0 0 0 ], quiestderang 1, donc dim(Ker(C — 2I3)) = 2.
0 0 O

Cette matrice est bien diagonalisable.

On remarque que 'on a Ce; = ey, Cea = 2e2 + ey, Cez = 2e3 — 3ey.

On a donc E1(C) = Vect(er).

On trouve que deux vecteurs propres pour 2 sont v = e2 + 5e1 et w = ez — 3e;.

La famille (ej, v, w) forme une base de K3.

Pour P la matrice de passage de la base canonique vers (e1,v,w), on a P"1CP =
Diag (1,2, 2).

4. La matrice D est de rang 1. Donc, dim(Ker(D)) = n — 1. Ainsi, on a X*~1 | xp(X).

Cela donne xp(X) = X" —Tr(D)X" ! = X" —nX"~1 = X"~ (X —n).



Le spectre de D est donc {0,n}. On a de plus dim(E, (D)) = 1.

On a obtenu que dim(Ep(D)) =n — 1.

Ainsi, la matrice D est diagonalisable.

On trouve facilement des vecteurs propres pour ces deux sous-espaces propres :
Pour u=e1 +e2+...+en,on a Du=n.u.

Pour vg = e2 — ey, v3 =e3 —e2, ..., Un =€y —€p—1, on a Dv = 0.

La famille (va,...,vn) est libre, c’est donc une base de Eg(D).

Ainsi, la famille (u,v2,...,vn) est une base formée de vecteurs propres de D.

Pour P la matrice de passage de la base canonique vers (u,v2,...,vn), on obtient :

P~1DP = Diag (n,0,...,0).

Exercice 3. Soit A € #,,(K). On suppose que A est diagonalisable. Montrer
que ‘A est diagonalisable.

Soit Spec(4) = {A1,..., A} On a I}, (X — X)™a(Mi) = x4 (X) = xe4(X), donc on
connait le polynéme caractéristique de *A et le spectre de A.

Soit 1 < i < r. Montrons que dim(Ej, (A)) = dim(Ey, (*A)).

On a A — )\Zln =tA — >\7,In

D’apres des résultats des cours d’algebre précédents sur la transposée, on a rang(*A—\;In) =
rang(tA — \iI,) = rang(A — \;i1p,).

Donc, avec le théoréme du rang, on en déduit que dim(Ker(*A — \;1,,)) = dim(Ker(A —
Xiln)) = dim(Ey, (A)).

Comme A est diagonalisable, on obtient ainsi :

S dim(Ey, (4)) = 3 dim(Ey, (4)) = n,
=1 =1

donc ‘A est diagonalisable.

Autre preuve : A est diagonalisable donc A est semblable & une matrice diagonale D.

Alors, 'A est semblable & !D = D. Donc, A est diagonalisable car semblable & une matrice

()

1. Montrer que la matrice A n’est pas diagonalisable.

diagonale.

Exercice 4. Soit la matrice

N

. . . - 1
2. Trouver une matrice triangulaire supérieure B de la forme (g b) (ol

a et b sont deux réels que 'on déterminera) et une matrice inversible P
telles que P~1AP = B.

1. On a Tr(A) =2 et det(A) = 1. Ainsi, x4(X) = X2 -2X +1= (X - 1)%
Donc, Spec (A) = {1} et m4(1) = 2.
Si A était diagonalisable, alors on aurait une matrice inversible P telle que P~1AP =
Diag (1,1) = I».
Cela donnerait : A = PI;P~1 = PP~1 = I,.
Comme A # I3, la matrice A n’est pas diagonalisable.

2. Siona P 1AP = B, alors A est semblable & B. Donc A et B ont méme polynéme
caractéristique, méme spectre, méme multiplicité de valeurs propres, méme dimension
de sous-espaces propres.

Comme B est une matrice triangulaire, ses coefficients diagonaux doivent ainsi étre 1
etl:a=b=1.

Maintenant, déterminons la matrice P.

On voit que ey est un vecteur propre de B. Donc, P(e1) est un vecteur propre de A.

On cherche ainsi les vecteurs propres de A pour 1. On remarque que le vecteur u = (1)

est un vecteur propre de A pour la valeur propre 1. De plus, comme A n’est pas
diagonalisable, on doit avoir dim(E1(A)) = 1, donc Eq1(A) = Vect(u).

Cherchons un deuxiéme vecteur pour compléter la famille (u) en une base de K2.

On voudrait avoir A(v) = v + u.

Prenons vg = e1. On a A(vg) = A(e1) = —e2 = e1 — u = vg — u. En posant alors
v=—vg=—ej,onaAlv) =ex=—e| +(e1 +e2) =v+u.

Donc, pour P = (1

1 Bl) la matrice de passage de la base canonique vers la base

(u,v), on obtient :

P~lAp = (1 1) = B.

0 1

1 1 -1

Exercice 5. Soit la matrice A = 2 3 —4
4 1 -4

1. Déterminer le spectre de la matrice A et trouver une base formée de
vecteurs propres de A.

2. Soit B une matrice de taille 3 x 3 qui commute avec A (AB = BA).
Montrer que B est diagonalisable.

3. (Bonus) Déterminer toutes les matrices B qui commutent avec A.




1. OnaTr(A)=0.
1
On remarque que la somme des colonnes C1 + Cy + C3 vaut | 1 |. Cela indique que

pour u = [ 1], on a Au = u. Donc u est un vecteur propre de A pour la valeur propre

1.

Un calcul de déterminant donne det(A) = —6. On a donc : x4(X) = X3+0+a.X+6 =
(X —1)(X2% +bX +¢).

On obtient donc que ¢ = —6 et b = 1, c’est-a-dire x4 (X) = (X — 1)(X2 + X —6).
Les racines de X2 + X — 6 sont —3 et 2, d’ott x4 (X) = (X — 1)(X + 3)(X — 2).

On a donc Spec (A) = {—3,1,2}. On détermine v un vecteur propre de A pour la valeur
propre —3, et w un vecteur propre de A pour la valeur propre 2.

1
Av:—3v<:>...<:>v:(—z,lz

,2),z ER.
11 11

Donc, v = (1,7,11) est un vecteur propre de A pour la valeur propre —3.
Av=2w & ... & w=(2,2zz2)z €R.

Donc, w = (1,2,1) est un vecteur propre de A pour la valeur propre 2.

Les vecteurs u, v, w étant des vecteurs propres de A pour des valeurs propres différentes,
la famille (u, v, w) est donc libre. C’est donc une base de R3.

On a trouvé base fomée de vecteurs propres de A, donc A est diagonalisable.

2. Soit B une matrice qui commute avec A. Alors B laisse stables les sous-espaces propres
de A. Donc, B laisse stable les sous-espaces E1(A) = Vect(u), E2(A) = Vect(w) et
E_3(A) = Vect(v).

Ainsi, u,v,w sont des vecteurs propres de B.
On a trouvé une base formée de vecteurs propres de B, donc B est diagonalisable.

3. La matrice A est diagonalisable. En prenant P la matrice de passage de la base
canonique vers la base (u,v,w) formée de vecteurs propres, on obtient :

P~ 'AP =Diag(1,-3,2) = D, A= PDP~!

Ainsi, on a BA = AB si et seulement si BPDP~! = PDP~1B.
C’est-a-dire, si et seulement si P"'BP.D = D.P~1BP.
On se rameéne & trouver toutes les matrices C' telles que CD = DC.
Posons C' = (¢;,5) et D = Diag (A1, A2, A3).
Alors, les matrices CD et DC s’écrivent CD = (¢;,5.Mj)4,5 et DC = (Xici j)i,5-
Si CD = DC, on doit donc avoir A;c; ; = Ajc; j, pour tous 4, j.
Comme les nombres A1, A2, A3 sont deux a deux distincts, on en déduit que c; ; = 0 si
i
c1,1 0 0
0 c2,2 0
0 0 3,3
Réciproquement, une matrice diagonale Diag (a, b, ¢) commute avec la matrice diagonale

Ainsi, la matrice C est de la forme C' =

D.

On a donc CD = DC si et seulement si C = Diag (a, b, c), pour a,b,c € K.

Ainsi, on a AB = BA si et seulement si B = P Diag (a,b,c) P~!, pour a,b,c € K. On
a alors :

B = aP Diag (1,0,0) P~'+bP Diag (0,1,0) P~ !+¢cP Diag (0,0,1) P~! = aM;+bMa+cMs3,

L’ensemble des matrices B qui commutent avec A est donc Vect(Mi, Ma, M3), un
sous-ev de dimension 3.

Bonus : Soient L1, Lo, L3 les polynémes d’interpolation associés a (1, —3,
On a alors L (Diag (1, —3,2)) = Diag (L1(1), L1(—3), L1(2)) = Diag (1,0,0
De méme, on obtient que L2(D) = Diag (0, 1,0) et que L3(D) = Diag (0,0, 1).
Les propriétés des polynéomes d’endomorphismes donnent :

).
).

M, = PL1(D)P~! = L1(PDP™ 1) = Ly (A).

De méme, on trouve que Mz = PLy(D)P~! = La(A), et que M3 = L3(A). Ces
matrices sont des polynémes en A.

Un rapide calcul donne L1 (X) = =5 (X? + X — 613), L2(X) = 55(X? — 3X + 2I3),
L3(X) = $(X? 42X — 3I3).

Donc, les matrices M;, Ma, M3 sont des combinaisons linéaires de I3, A, A2. On peut
donc calculer ces matrices juste en calculant A2 (pas besoin de connaitre une base de
vecteurs propres, ni la valeur de P~1, ni de faire beaucoup de produits de matrices).

Bonus 2 : L’ensemble K[A] est un sous-ev de matrice qui commutent avec A. Ce sous-ev
est au moins de dimension 3 (A2 n’est pas combinaison linéaire de I3 et de A, sinon
A aurait un polyndéme annulateur de degré 2, et donc au plus deux valeurs propres
distinctes).

Ainsi, on en déduit que ’ensemble des matrices qui commutent avec A est exactement
K[A], et que dim(K[A]) = 3, c’est-a-dire K[A] = Vect(I3, A, A?).

Ce résultat n’est pas vrai en général (par exemple, pour E une homothétie, toute
matrice B commute avec E).

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 6. Soit, pour tout triplet (a,b,c) € R3, la matrice

a+c b c
M(a,b,c) = b a+2¢ b
c b a+c

On note I = M(1,0,0) la matrice identité, J = M (0,1,0) et K = M(0,0,1).

1. Montrer que I'ensemble F' des matrices M (a, b, c), ou (a, b, c) parcourt R3,
est un sous-espace vectoriel de M3(R) et déterminer une base de F.



2. Déterminer le spectre et les sous-espaces propres de la matrice J.
3. Déterminer le spectre et les sous-espaces propres de la matrice K.

4. Montrer qu’il existe une matrice P telle que P~1-.J-Pet P~!1. K- P sont
diagonales. (C’est la méme matrice P pour J et K.)

5. Montrer qu’il existe une matrice P telle que, pour tout (a,b,c) € R3, la
matrice P! - M(a,b,c) - P est diagonale. (C’est la méme matrice P pour
tout (a,b,c).)

6. Quel est le spectre de la matrice M (a,b,c)?

Soit, pour tout triplet (a,b,c) € R3, la matrice

a+c b c
M(a,b,c) = b a+2c b
c b a+c

On note I = M(1,0,0) la matrice identité, J = M(0,1,0) et K = M(0,0,1).
1. M(a,b,c)=a-I+b-J+c-K, dou F = Vect(I,J, K), donc F est un sous-espace
vectoriel de M3(R). La famille (I, J, K) est une famille génératrice de F. Montrons que
la famille (I, J, K) est aussi libre :

a—+c b c 0 0 O
a-I+b-J+c- K=0= b a+2c b =10 0 0]=a=b=c=0.
c b a+c 0 0 O
Donc (I, J, K) est une base de F.
0—A 1 0 - 1 0
2. Pour A € R, on a : det(J — XI) = 1 0—A 1 =10 =X 1| =
0 1 0—A A 1 =X
1 1 0 1 1 0
A0 =X 1|==Xx-10 =X 1].
-1 1 =X 0 2 =X
Dot xs(X) = X(X2 — 2). Le spectre de la matrice J est donc Spec(J) =
{07+\/§77\/§}
On remarque que l'on a
1 1
Jl o ]=0f0
-1 -1

u
La résolution des équations JX = V2X et JX = —v/2X nous donne deux autres
vecteurs propres :

1 1 1 1
JIv2|=v2(v2],0[-v2]=-v2|-v2
1 1 1 1

Les sous-espaces propres de la matrice J sont donc Ker(J — 0I) = Vect(@), Ker(J —
V/2I) = Vect () et Ker(J + v/2I) = Vect(w). La matrice J est donc diagonalisable.

3. On trouve rapidement trois vecteurs propres de K :

1 1 1 1 0 0
K{o]l=0f[o0), Klo]l=20)], K([1]=2]1].
-1 -1 1 1 0 0

[ T’ o’

Le spectre de K est donc : Spec (K) = {0, 2}, et ses sous-espaces propres sont Ker(K —
01) = Vect(@) et Ker(K — 2I) = Vect(d’,3").

4. Soit P la matrice de passage de la base canonique (e1, ez, e3) vers la base (u,v,w). On

1 1/vV/2 -1/V2
1 1

P=1[o0
-1 1/vV2 -1/v2
Avec cette matrice P, on obtient :
0 0 0 0 0 0
P l.g.P=(0 +V2 0 et pPl.k.-P=[0 2 o0
0 0 —V2 0 0 2

En effet, les vecteurs v et w sont des vecteurs propres de K pour la valeur propre 2 :
v="1v +2w et w=1" — /2w, donc v,w € Ker(K — 2I) = Vect(v',w’).
5. Pour cette matrice P, la matrice P~! - M(a,b,c) - P est diagonale car

P~Y.M(a,byc) - P=P ! (al+bJ+cK)-P=a-P ' IP+bP ' JP 4 cP 1KP.

6. D’apres la question précédente,

1 0 0 0 0 0 0 0 0
Pl M(a,bc)-P = a|l0 1 0|+b[0 +v2 0 |+c|0 2 0
0 0 1 0 0 -2 0 0 2
a 0 0
= 0 a+bv/242c 0
0 0 a—bvV2+2¢

Le spectre de la matrice M (a, b, c) est donc {a, a + bv/2 + 2¢,a — bv/2 + 2¢}.

Remarque : On pouvait remarquer que K = J2, donc les vecteurs propres de J sont des
vecteurs propres de K.

0 0 a
Exercice 7. Soilent a€ Cet M= |1 0 0| € .#5(C).
1 10

1. Calculer le polynéme caractéristique xas(X) de la matrice M.



. On suppose que a = 0. La matrice M est-elle diagonalisable dans M3(C) ?

1
. On suppose que a = 5 La matrice M est-elle diagonalisable dans M3(C) ?

27
. On suppose que a = R Montrer que le polynéme x s (X) et sa dérivée

X (X) possédent une racine commune. La matrice M est-elle diagonali-
sable dans M3(C)?

. Pour quelles valeurs de a € C la matrice M est-elle diagonalisable dans

M;(C)?

. Sia=

X 0 —a
xm(X)=|-1 X 0|=X%-aX—a.
-1 -1 X

. Sia = 0 alors x(X) = X3, d’ott 0 est I'unique valeur propre de M. Si M est
diagonalisable, alors il existe P telle que P~1MP = 0. C’est absurde car M # 0. Donc
M n’est pas diagonalisable.

1 .
3 alors xp(X) = X3 —1X — 1 = (X —1)(X2 + X + 1). Dot Sp(M) =
+ 1 1

{1; —% %; -5 5} . La matrice M possede 3 valeurs propres distinctes deux a deux,
donc M est diagonalisable.

27
. La dérivée du polyndme xps(X) est le polynéme x4, (X) =3X2 —a. Sia= R alors

3 3
—— est une racine de x 7 (X) et de x’;(X), d’ott —= est une racine double de x s (X).

Le polynome caractéristique posséde donc deux racines : une racine simple égale a 3 et
3
une racine double égale & —3 Dot dimE3(M)=1et 1< dimE_3 (M) < 2. Donc M
p)

est diagonalisable si, et seulement si, dim F_ 3 (M) = 2. Or
2

T 3 (= x —9/2
M-lyl=—7|y| <= |y == 3
z 2 z z 1

D’ou dim E_3 (M) = 1. Donc M n’est pas diagonalisable.
3

. Si le polynéme caractéristique Pjs(X) posséde une racine z double, alors Pys(z) =
2 —az—a=0et Pj(2) =322 —a=0. D’oila:()ouz:f%.

Sia =0, alors M n’est pas diagonalisable (question 2).

Siz= —%, alors a = %, d’olt M n’est pas diagonalisable (question 4).

Sinon, les racines du polynoéme caractéristique sont simples, d’ou il existe 3 valeurs
propres distinctes deux a deux, donc M est diagonalisable.

Donc la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, a € C\ {0; 277




