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■ Pour commencer . . .

Exercice 1. Soit E un ev de dimension n et soit u ∈ L(E). Soit B = (v1, . . . , vn)
une base de E.
On pose Fi = Su(vi) et Pi(X) = µuFi

(X).
• Montrer que l’on a µu = ppcm(P1, . . . , Pn).
• Soit σ ∈ Sn. On pose Aσ la matrice de permutation associée à σ.
On écrit σ = c1 ◦ . . . ◦ cr la décomposition de σ en cycles à supports disjoints.
Déterminer µAσ .
Montrer que pour K = C, ce polynôme est à racines simples.

Exercice 2. 1. Soit A ∈ Mn(K) diagonalisable. Déterminer µA.

2. Soit B =


1 0 . . . 0 1
1 1 . . . 0 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 0 . . . 1 1
1 0 . . . 0 1

.

La matrice B est-elle diagonalisable ?
Déterminer µB . (Indication : Poser C = B − I)

Exercice 3. Soit A =

 3 7 −3
−2 −5 2
−4 −10 3

 ∈ M3(R).

Déterminer µA.
Montrer que pour toute suite récurrente (Xn)n ∈ (Rn)N qui vérifie Xn+1 =
AXn, la suite (Xn)n est bornée.

Exercice 4. Soient n ≥ 1 et λ ∈ K. On définit Jn(λ) =


λ 1 0 . . . 0

. . .
. . .

...

0
. . . 1

0 . . . 0 λ

.

Déterminer µJn(λ).

Exercice 5. Soit n ≥ 1 et u ∈ L(Rn[X]) avec u(P )(X) = P (X + 1).
• Déterminer µu. (On pourra étudier v = u− Id).
• On se place maintenant sur (Z/2Z)5[X], avec v(P (X)) = P (X + 1).
Déterminer µv.

■ Pour aller plus loin . . .

Exercice 6. 1. Soit M = Diag (A1, . . . , Ar) une matrice diagonale par blocs,
avec Ai ∈ Mni

(K).
Déterminer µM (X).

2. Soit M =

(
A C
0 B

)
avec A ∈ Mn1

(K) et B ∈ Mn2
(K).

Montrer que l’on a ppcm(µA, µB) | µM et µM | χAχB .
Puis, montrer que l’on a µM | µAµB .

3. Soit M =

A1 (∗)
...

(0) Ar

 une matrice triangulaire supérieure par blocs,

avec Ai ∈ Mni
(K).

Montrer que l’on a µM | Πr
i=1µAi

.
Ces deux polynômes sont-ils toujours égaux / toujours distincts ?

Exercice 7. Soit E un K-ev de dimension n, et soit u ∈ L(E). On suppose qu’il
existe x ∈ E tel que (x, u(x), . . . , un−1(x)) soit une base de E.
Soit v ∈ L(E) qui commute avec u. Montrer que v est un polynôme en u.
Déterminer la dimension de Com(u) = {w ∈ L(E) tels que wu = uw}.


