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B Pour commencer . . .

Exercice 1. Soit £ un e.v. de dimension n. Soit u € L(E).

1. Enoncer 3 propriétés du polynéme caractéristique.

Ll S

Enoncer 3 propriétés du polynéme minimal.
Enoncer 2 propriétés des sous-espaces propres.

Enoncer le théoreme de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux. Pour
quels polynoémes P le lemme des noyaux est-il intéressant ?

Soient A € K et m > 1 tels que F = Ker((u — Aldg)™) # {0}. Que
peut-on dire sur up ?

. On a xu(X) unitaire, de degré n, avec xu(0) = (—1)"det(u). On a aussi

Spec (u) = { racines de xu} et xu(u) = 0.

2. On a py unitaire, avec 1 < deg(pw) < n, pu | Xu, €t P(u) = 0 si et seulement si p, | P.

3. Pour E)(u) un sous-espace propre de u qui n’est pas réduit & {0}, on a 1 < dim(E) (u) <

Bu(A).

Les sous-espaces propres associés & des valeurs propres différentes sont deux & deux en
somme directe.

En notant F = Ey(u), on a up = AMdp. Donc, xup(X) = (X — \)dm{),

On détermine Ey(u) en résolvant I'équation u(z) = Az. On peut aussi déterminer la
dimension du sous-espace propre avec des informations sur xu,.

Théoréme de Cayley-Hamilton : x.(u) = 0.
Lemme des noyaux : Pour Pj,..., P, des polynémes premiers entre eux deux a deux,
ona Ker(P1...Pr(u) = ®l_, Ker(P;(u)).

De plus, la projection p; € L(Ker(P: ..., Pr(u))) sur Ker(P;(u)) parallelement a

®@;j#iKer(Pj(u)) est un polynéme en uger(p,..., P, (u))-
Si P = Pj ... P, est un polynéme annulateur de u, on a alors :

E = Ker(0) = Ker(P(u)) = ®;—; Ker(P;(u)).
Cela donne une décomposition en somme directe de E, et chaque sous-ev Ker(P;(u))
est stable par u.
Pour B une base adaptée a cette décomposition en somme directe, la matrice Mat g (u)
est diagonale par blocs (blocs de taille deg(F;)).

. Le sous-ev F est stable par u. Sur ce sous-ev, ’endomorphisme induit (v — AMdg)p =

up — Al dp est nilpotent. L’ordre r’ de nilpotence de up — Al dp vérifie r’ < m.
On a ainsi py - (X) = (X — )\)T' et Xup (X) = (X — \)dim0),

Exercice 2. Soit F un K-ev de dimension n, et u € L(E).

e On suppose que pu, n’est pas scindé ou n’est pas a racines simples.
L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Donner un exemple. ® On suppose que i, est scindé.

Pour Spec(u) = {A1,...,A+}, on pose F; = Ker((u— M\Idg)").

On note r; la multiplicité de (X — \;) dans p,,. Donner une expression de F;
avec 1.

Quel est le polynéme minimal de ug, ?

e On suppose que p, est scindé a racines simples.

Que vaut i, ? L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

e On suppose que X, est scindé a racines simples.

Que vaut f, ?

1. Siw est diagonalisable, avec Spec(u) = {A1,..., Ar}, on sait que pq (X) = II7_, (X —Xy).

Donc, ., est scindé a racines simples.
Ainsi, si p, n’est pas scindé ou pas a racines simples, u n’est pas diagonalisable.

Un exemple de tel endomorphisme est X +— AX avec A =

O O
o N O
N = O

. On sait que m; < deg(uw) < deg(xw) = n.

Ainsi, d’apres le cours, on a F; = Ker((u — A\ Id)™) = Ker((u — N\ Id)").

Sur Fj, on a (up, — \ildg,)" = 0.

Ainsi, up; — A;1d est nilpotent. D’apres le cours, on sait que son indice est exactement
Ti-

Ainsi, le polynéme minimal de up, est py . (X) = (X = X))

. Les racines de p,, sont les valeurs propres de u. Pour Spec(u) = {\1,...,Ar}, comme

y est scindé & racines simples, on a ainsi py (X) = II[_; (X — X;).
En utilisant le lemme des noyaux pour Yy, on obtient :

E = Ker(xu(u)) = ®j—1 Ker(u — \iIdg).



L’espace E est une somme directe des sous-espaces propres de u, donc u est diagonali-
sable.

4. Les polynémes xu et p ont les mémes racines. Pour Spec(u) = {\1,...,Ar}, on a
I (X = Ad) | o
Comme X, est scindé & racines simples, on a ainsi r =n et xu(X) = I, (X — ;).
Cela donne piy | Xu €t Xu | pu, donc gy = Xu-
Donc, u est diagonalisable.

Exercice 3. Soit F un ev de dimension m. Soient d, s € L(FE). On suppose que
s est nilpotent.

1. On prend d = M dg. Montrer que 'on a ds = sd, puis que xg = Xd+s- (On
pourra se servir de x(X))

2. On suppose ds = sd. Pour Spec(d) = {A1,..., A}, on pose F; = Ker(d —
AiIdg). Quelles sont les valeurs de Xdr, €6 Xdr, +sr, ?

3. On suppose d diagonalisable et ds = sd. Montrer que 'on a x4 = Xd+s-

4. Est-ce encore vrai si ds # sd? (Si oui, le montrer. Si non, trouver un
contre-exemple.)

1. On a ds = As = sd. Les deux endomorphismes commutent.
Comme s est nilpotent, d’apres le cours on sait que xs(X) = X™.
C’est-a-dire, on a :
det(XIdg —s) = X"
Donc
det(XIdg — (d+s)) =det((X — AN)Idg —s) = (X = A)"
Ainsi, on a xg+s(X) = (X — A" = xq(X).
2. Pour Ai,..., A, les valeurs propres de d, on pose F; = Ker(d — \;Idg).
Chaque sous-ev Fj est stable par d. Comme s commute avec d, chaque noyau Ker(d —
Aildg) est stable par s.
Donc, les endomorphismes induits dr; et sp, sont bien définis. Sur le sous-espace Fj,
on adp, = A\ldp,.
De plus, comme s est nilpotent, sf, est nilpotent.
Avec la question 1), on a donc

XdFi (X) _ (X _ )\)dim(Fv;) = XdFi+SFi (X)

3. Maintenant, d est diagonalisable. Par théoreme sur la diagonalisabilité, on a E =
o._, F;.
Avec les résultats de cours sur le polyndéme caractéristique et les endomorphismes
induits, on a
Xd(X) = H;:lepi (X) et Xd+5(X) = H;:IXdFiJrSFi (X).

On en déduit donc avec la question 2) que x4(X) = Xd+s(X).

4. Le résultat est faux si d et s ne commutent pas (quand s ne laisse pas stables les
sous-espaces propres de d). Voici un contre-exemple :

(b2~ =03

La premiere matrice est diagonalisable, de valeurs propres 1 et 2 et de polynéme
caractéristique X2 — 3X + 3. La deuxiéme matrice est nilpotente. La somme de ces
deux matrices a pour polynéme caractéristique X2 — 3X + 1.

Le polynoéme caractéirstique et les valeurs propres de d + s sont ainsi différents de ceux

de d.
Al o ... 0
Exercice 4. Soient n > 1 et A € K. On définit J,,(A\) =
0 . 1
0 0 A

Déterminer le polynéme minimal de J,, ().

On remarque que Jy, (\) est de la forme A\I, + N. Trouver le polynéme minimal de Jy () est
la méme chose que trouver le polynéme minimal de Jy, (A) — AI, = N.

La matrice N est triangulaire supérieure avec 0 sur la diagonale. Son polynéme caractéristique
est donc X", et cette matrice est nilpotente. On cherche donc ’indice de nilpotence de N
(Ventier r tel que up(X) = X7).

Posons (eq, ..., en) la base canonique de K™.

On remarque que l'on a N(e1) = 0 et N(e;) = e;—1 pour tout 7 > 1. Alors, pour tout
0<k<n-—1,onaNF(e,) =en_p #0, cest-a-dire N* # 0.

Comme on a xn(N) = N™ = 0, l'indice de nilpotence de N est donc n. C’est-a-dire, on a
pn(X) = X" =xn(X).

On obtient ainsi que u, (x) = (X —A)™.

Exercice 5. Soit F un ev de dimension n. Soit u € L(F).
1. On suppose qu’il existe x € E tel que S, (z) = E. Que peut-on dire sur
[T
2. On suppose que u est diagonalisable avec n valeurs propres distinctes

Alyeevy Ane
Montrer qu'’il existe x € E tel que E = S, (z).




1. On a montré en cours que pour tout z € E, x # 0, en posant F = Sy(z), on a

fup (X) = Xup (X) = P(X), pour P un polynéme de degré dim(F).

Ainsi, si E = Sy (z) pour un certain € E, on a p, = HPup = Xup = Xu- Le polyndéme
minimal de u est de degré n.

. Dans ce cas, on a xu(X) = (X — A1) ... (X = An) et pu(X) = (X — A1) ... (X = An).
Comme chaque sous-espace propre E; = Ker(u — A\;Id) est de dimension au moins 1 et
comme on a E = @], E; (d’apres le lemme des noyaux et d’apres le théoreme sur la
diagonalisation), tous les sous-espaces propres de u sont donc de dimension 1.

Soient eq, ..., e, des vecteurs propres de u pour les valeurs propres A1, ..., A,. Alors,
d’apres le cours, la famille (e1,...,en) est une base de E.
On pose z =e1 + ...+ en. Montrons qu'on a Sy (z) = E.
Tl faut donc montrer que la famille (z, u(x), ..., u™ "1 (x)) est libre (et donc une base

de E).

Trouver des coefficients ao, ..., an—1 tels que agz + a1u(x) + ...+ an_lu"’l(:v) =0
est équivalent & trouver un polynéme P(X) =ag + ...+ an—1 X"~ ! de degré au plus
n — 1 tel que P(u)(xz) = 0.

Comme les vecteurs e; sont des vecteurs propres de u, on a :

P(u)(z) = P(u)(e1+...+en) = P(u)(e1)+...+ P(u)(en) = P(A1)e1+...+P(An)en.

Comme la famille (e1,...,en) est une base de E, on a P(u)(z) = 0 si et seulement si
P(X;) =0 pour tout 1 <i < n.

Or, on a P(A;) = 0 pour tout % si et seulement si (X — X;) | P pour tout 4, si et
seulement si py, = (X — A1) ... (X — Ap) | P.

Comme on cherche P avec deg(P) < n — 1 < deg(pw), le seul polynéme P possible est
P(X)=0.

Donc, la famille (z,u(z),...,u" "1 (x)) est libre.

Autre méthode : On a u(z) = Aie1 + ...+ Anen.

Ainsi, pour tout k > 0, on a u*(z) = )\’fel 4.+ Aeey,.
Soient ag,...,an—1 € K.

Posons y = apx 4+ aju(x) + ... + ap—1u" "1 (z).

Les coordonnées du vecteur y dans la base B sont ainsi :

n—1 ) n—1 )
O @i, ., > ainy)
=0 =0

On reconnait les coefficients d’une matrice de Vandermonde :
Posons M = V(A1,...,An) la matrice de Vandermonde associée aux nombres
Alyeeey An.

Alors, pour X = Yag,...,an—1),0on a:

n—1 ) n—1 ]
MX =YD aidi, .., > aidp).
i=0 i=0

Comme les nombres A; sont tous distincts, la matrice de Vandermonde M est inversible.
Donc, on a y = 0 si et seulement si M X = 0, si et seulement si X = 0, si et seulement

siap=...=an—1 =0.
Cela démontre que la famille (x,u(z),...,u™ " !(z)) est libre.

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 6. Soit F un ev de dimension n. Soit P € K[X]. Soit g € L(E) un
endomorphisme nilpotent.

1

Déterminer x p(g)-

2. Soit A € K. Montrer que X p(ardg+q) = (X — P(A))™.

3. Soit u € L(F) tel que x, est scindé. On pose Spec(u) = {1, ..

AL
Déterminer x p(,). (On pourra utiliser F; = Ker((u — X\ Idg)™=()).)

Comme g est nilpotent, d’aprés le cours on a xg(X) = X™.

Soit P(X)=ap+a1X +... +amX™.

On a P(g) = aoldg +a1g+ ...+ amg™.

Or,on a ajg+ ... + amg™ = gla1 + ... + amg™~'). Comme g est nilpotent, cet
endomorphisme est lui aussi nilpotent.

Ainsi, I’endomorphisme P(g) — apldg est nilpotent.

Donc, le polynéme caractéristique de P(g) — agldg est X™ :

det(XIdg — (P(g9) — aoldg)) = X™.
On obtient donc :
det(XIdg — P(g)) = det((X — ao)ldg — (P(g9) — aoldg)) = (X — ao)".
Comme ag = P(0), on a aussi : xp(4)(X) = (X — P(0))".
On veut utiliser le résultat de la question 1.
Dans la base (1, (X — ), (X — A)2,...) de K[X], le polynéme P s’écrit :
P(X)=bo+bi(X =X+ ... +bm(X =)™

On a alors : P(AIdg + g) = boldg +big+ ...+ bmg™.
D’apres les calculs de la question 1), on voit alors que P(Aldg + g) — boldg =
g(by + ...+ bmg™ 1) est un endomorphisme nilpotent.
Donc, on a Xp(ardg+g)—boIdg (X) = X™ d’apres le cours.
Donc, on a

XP(Adg+g)(X) = (X —bo)™.
De plus, on remarque que bp = P()), ce qui s’écrit : xp(4) = (X — P(A))".
On a xu(X) = II7_, (X — Ay)me(i),
On pose F; = Ker((u — M\iIdg)™=()),

D’apres le lemme des noyaux, on a

E = Ker(0) = Ker(xu(u)) = ®;—1 F;.



Les sous-espaces F; sont stables par u, donc ils sont stables par P(u).
D’apres le cours, on a ainsi :
XP(w) = Wiz1XP(up,):

On va déterminer chaque Xp(yuy )-

Soit 1 < ¢ < r. Comme on a F; = Ker((u — )\,-IdE)m"(/\i))7 I’endomorphisme g; =
up; — A;Idp, (endomorphisme sur F;) est donc nilpotent.

En effet, pour tout z € F;, on a g:n“(’\i)(z) = (u— N\ Idg)™) (z) = 0.

On en déduit que up, est de la forme : ug, = \;IdF, + g;, avec g; nilpotent.

D’apres la question 2), le polynéme caractéristique de P(up;) est donc :

XP(“Fi)(X) = (X _ P(/\i))dim(Fi)_
On conclut donc que
XP(u)(X) =I_, (X — P()\i))dim(Fz‘).

En prenant P(X) = X, on doit avoir X p(y) = Xu-
On en déduit donc que dim(F;) = mq(N;).
Le résultat s’écrit ainsi :

Xp(u)(X) = Iy (X = P(X))™ ).




