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Exercice 1. Bilbo le Hobbit est dans la grotte de Gollum. Il ne peut rien voir,
et se déplace au hasard uniforme. Quelle est la probabilité qu’il trouve la sortie
(il s’échappe) ou sur le Gollum (capturé) ?

1. Décrire le trajet de Bilbo par une chaine de Markov (X,,),.
La chaine de Markov est-elle finie, homogene, régulieré, irréductible, ab-
sorbante ?
Donner sa distribution initiale i, sa matrice de transition P.
Dessiner le graphe associé a cette chaine de Markov.
Calculer sa matrice fondamentale F'.

. Soit A I’événement "Bilbo s’échappe en 7 déplacements ou moins”. Expri-

mer B en utilisant les X,,, puis exprimer P(B) a l'aide de P et de u.
On ne demande pas de calculer la valeur de P(B).

. Quelle est la probabilité p que Bilbo prenne le chemin 1-2-3-2-1-4-

4-47

. On note B l’événement "Bilbo finit par trouver la sortie ou Gollum”.

Exprimer B a l'aide des X, et de S = {4,5}.
Quelle est la probabilité que Bilbo trouve la sortie ou Gollum 7

5. Quelle est la probabilité que Bilbo trouve la sortie, au lieu de Gollum ?

6. En moyenne, combien de salles Bilbo traverse-t-il avant de trouver la sortie

ou Gollum ?

. Le trajet de Bilbo se modélise par une chaine de Markov (Xy)y sur {1,2,3,4,5} (donc

finie), ol la probabilité de passer d’un endroit ¢ & un endroit j dépend uniquement de ¢
et de j.
C’est donc une chaine de Markov homogene.

0 1/3 1/3 1/3 0

1/4 0 1/4 1/4 1/4

Sa matrice de transition est P =1/3 1/3 0 0o 1/3

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1
Sa distribution initiale est 4 = (1,0,0,0,0).
La chaine de Markov (X )n a deux états absorbants. Et, en partant de n’importe quel
état on peut atteindre un état absorbant en deux étapes. La chaine de Markov est donc
absorbante.
On calcule alors sa matrice fondamentale : par

0 1/3 1/3 1/3 0

/4 0 1/4 1/4 1/4 0o 1/3 1/3 1/3 0
p=|1/3 113 0 o 13| Q=14 o 1/4|, R=[1/4 1/4],

o 0 0 1 0 1/3 1/3 0 0 1/3

o 0o o0 0 1

1 (33 16 15

F=[I-Q '=— (12 32 12
24

15 16 33

Enfin, comme cela servira, on calcule

L (33 16 15\ [1/3 0
B=FR=— |12 32 12| [1/4 1/4].
24\15 16 33/ \ 0o 1/3



2. Ona B =L (X; =5).
Comme 5 est un état absorbant, pour un w € Q tel que Xp(w) =5 ou X;(w) =5 ou
. ou Xg(w) =5, alors on a X7(w) =5.
Ainsi, on a aussi B = (X7 =5) = {w € Q, t.q. X7(w) =5}.
D’apres le cours, on a donc P(B) = (1.P")s.
Pour P7 = (as,j)i,j, cela donne aussi P(B) = l.a15 +0=a15.
Pour calculer P(B), il faut calculer P7. On utilise alors I’ordinateur pour faire les

calculs.

3. La probabilité vaut : p = 1/3.1/4.1/3.1/4.1/3.1.1 = g5 = 15

4. Ona B =J,,~(Xn € S). On peut aussi écrire B = {w € Q, t.q. In > 0, avec Xn(w) €
S}. a

D’apres les résultats sur les C.M. absorbantes, on a P(B) = 1.
5. On pose 75 la v.a. telle que 75(w) = inf{n, t.q. Xp(w) = 5}. Cest la v.a. qui indique
le temps de la premiére arrivée en 5.
D’apres les résultats du cours, P { X, = 5} se calcule avec les coefficients de p et de B.
1 3
O P{X,, =5}=1b 0=—4+5)=-.
naP{Xr =5} 1,2+ 24(-&-) 5
6. On pose 7 la v.a. telle que 7(w) = inf{n, t.q. Xp(w) € {4,5}}. C’est la v.a. qui indique
le temps de la premiere arrivée en {4,5}.

D’apres les résultats du cours, E(7) se calcule avec les coefficients de p et de F'.

1 8
OnaB(r) = L(fin+ fiz + fi3) +0= 7 (33+ 16+ 15) = 3

Exercice 2. Une fourmi se déplace sur les arétes du graphe dessous.

Pour chaque instant n € N, on note X,, la v.a. qui donne sa position sur I'un
des 4 sommets (1,2,3 ou 4).

Entre I'instant n et n + 1 elle choisit au hasard uniforme une aréte qui part du
sommet X, pour aller vers un autre sommet.

1. La chaine de Markov associée est-elle homogene ?
Si oui, donner sa matrice de transition Q.

2. On suppose qu’a l'instant n = 0 la fourmi est sur le sommet 4.
Quelle est la probabilité pour qu’elle soit sur le sommet 4 & I'instant 3 7

3. La chaine de Markov est-elle réguliere, irréductible, absorbante ?

. Rappeler la définition d’une distribution stationnaire pour Q.

Puis, calculer la distribution stationnaire w de la chaine de Markov.

. La chaine de Markov est bien homogene : P(X,,4+1 = a | X, = b) ne dépend que de a

et de b (le sommet ol est la fourmi, et le sommet ou elle se rendra).
Sa matrice de transition est
0o 1/3 1/3 1/3
12 0o 12 0
Q=113 13 0 1/3
/2 0 1/2 0
Soit m, = (P(Xn = 1), P(Xn = 2), P(Xn) = 3, P(Xn) = 4) la loi de probabilité a
chaque instant n € N. On sait que la fourmi est sur le sommet 4 & ’instant 0, d’ou
mo = (0,0,0,1).
Pour chaque n € N*, 7, = mp - Q™.

. Soit p la distribution initiale de la chaine de Markov. Dans cette question, on a

w= (07 0,0, 1)
En posant m, = (P(Xy = 1), P(Xn = 2), P(Xyn) = 3, P(Xn) = 4) la loi de probas de
Xn, le cours donne 7, = p- Q™, Vn > 1.
Ainsi,onams=p-Q*=(0 0 0 1) Q3
D’ott P(X3 =4) = (Q3)4,4. On calcule :
Q@ = @-Q
4/9 1/9 1/3 19\ /0 1/3 1/3 1/3
16 1/3 1/6 1/3| (12 0o 172 o0
13 1/9 4/9 1/9||1/3 1/3 0 1/3
16 1/3 1/6 1/3) \1/2 0 1/2 0

* ok ok *
. * % % *
- * ok ok *

* % ok 1/9

Donc la probabilité pour que la fourmi soit sur le sommet 4 & lintant 3 est égale a
P(Xs=4)=1/9.

. La matrice Q2 montre que la chaine est irréductible.
. Une distribution initiale p est stationnaire pour @ si @ = p.

On doit dont résoudre 7 = wQ, pour m une loi de probas (m; € [0,1] et Zj m; = 1).
Cela est est équivalent & résoudre Qint = 7t.
On calcule alors le noyau de Q! — Iy4.

3/2

La résolution du systéme donne : ker(Q! — I4) = vect ( 3}2 ).
1
1
On en déduit donc que 7 = o (3 2 3 2).



Exercice 3. Soit N > 1. On prend N boules numétées de 1 a N, et deux boites
Aet B.

A Tlinstant n = 0, les boules sont réparties selon une distribution initiale 7.
Entre l'instant n et n+ 1, on choisit au hasard uniforme un numéro k € [1, N] :

— si la boule est dans la boite A, on la met dans la boite B
— si la boule est dans la boite B, on la met dans la boite A.

Pour tout n € N, on pose X,, la v.a. qui donne le nombre de boules dans la
boite A a Uinstant n.
1. La chaine de Markov (X,,),, est-elle finie ? Est-elle homogene ?
Si oui, déterminer la probabilité de transition @;; de chaque état i € [0, N]
vers chaque état j € [0, NJ.
Ecrire la matrice de transition Q.
2. Dessiner le graphe de la chaine de Markov. Cette chaine est-elle absorbante,
irréductible ?
3. Montrer qu’il existe a,b € R tels que Z JjQij = a-i+ b, pour tout
jelo,N]
0<t<N.
Calculer a et b, et montrer que 0 < a < 1.

4. Soit i € [0, N]. On suppose que Xy = i.
(a) Montrer que, pout tout n € N,

1—a”

B(X,)=a"-i+b :
(Xn) =a"it+b—0

On pourra utiliser la question précédente et une récurrence.
(b) Calculer lim E(X,) en fonction de N.
n—oo

5. Montrer que la loi binomiale B(N, %) est une loi de probabilité stationnaire,

et que c’est I'unique loi de probas stationnaire.

Cette chaine de Markov est un modele de la diffusion des N molécules d’un gaz entre
deux récipients A et B, proposé en 1907 par les physicien(ne)s Paul & Tatiana EHRENFEST.

N—-1 N-2 1
1 N N N
1 2
N N N 1
1. C’est une chaine de Markov finie car X, est & valeurs dans {0,...,N}.

Elle est homogene car P(X,,+1 = j | X = %) ne dépend pas de n.

La probabilité de transition Q;; est nulle si j € {i — 1,7+ 1}.

Pour tout ¢ € [0, N — 1], Q;,i+1 = P(Xn+1 =i+ 1| X, = ) est la probabilité que la
boule choisie sqit dans la boite B, sachant que la boite B contient N — i boules. D’ou

Qiit1 = 7_1. De méme, pour tout ¢ € [1, N[, Q;,i—1 = ﬁ La matrice de transition
Q est donc
0 1 0 0
1 N-1
~ 0 &
0 .
Q=
0
N-1 1
: ~ Y x
0 0 1 0

. D’apres le graphe, il existe un chemin de tout état ¢ vers tout état j, d’ou la chaine est

irréductible.

. Soiti € [1,N—1].On a

. . 7 . N —
> Qi = (-1 +@+1)-
J€E[O,N]
= a-i+b,
2 .
aveca:I—N(d’ou0§a<1)etb:1.

De plus, cette formule est aussi juste pour i = 0 ou N.

4. Soit 7 € [0, N]. On suppose que (Xo = 1).

(a) Par définition de 'espérance, on a E(Xn) = ZjP(Xn =j).
J

Or P(X, =j) = ZP(Xn =j|Xn_1=9)P(Xpn_1=1) = ZQijP(Xn,l =1i).

k3



D’olt
E(Xn)

ZjQijP(anl =)

2,7
> (a-i+b)P(Xp1 =1i)
— 4 -E(Xp_1)+b

D’ou, par récurrence : E(Xy) = a"E(Xo)+b- (1+a+---+a?"1). Or BE(Xp) = i.
Donc

1—a™

—a

E(X,)=a"-i+b

1—an N
(b) E(Xn)=a" i+b-—0 b 5

—
l—a n—ooo1—a

1
5. Si la variable aléatoire X,, suit la loi binomiale B(N, 1), alors P(X, = i) = (Zj ) -

D’ol pour tout j € [1,N — 1], on a :

P(Xny1=j) = D> P(Xn=1) Qi
i
= PXn=j-1)Qj-1;+P(Xn=7+1) Qjt1;
_ (N NGO (NN, gt
To\y-1) 2% N j+1) 2N
_ N -1 1 N -1 1
- j—l)TN*( j )T
_ 1
= (7)) 5

De méme si j € {0; N}.

Ainsi, la loi binomiale B(N, %) est une loi de probabilité stationnaire.

Comme la chalne de Markov est finie et irréductible, elle possede une unique loi de
probabilité stationnaire. Cela donne I'unicité.




