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Exercice 1. Vous étes devant une porte fermée. Vous avez n clefs. Une seule clef
ouvre la porte. Vous décidez d’essayer les clefs 'une apres 'autre, au hasard
uniforme.

1. Quel est I'univers 27
On ne cherchera pas a calculer explicitement la mesure de probas P qui
modélise cet exemple.

2. Soit, pour chaque i € [1,n], Pévénement E; : « le i-eme essai est un
échec ». Calculer P(E;) et P(Ey | Eq).

3. Pour chaque k € [1,n], exprimer I’événement Sy, : « la porte s’ouvre au
k-ieme essai » en utilisant les événements F; et leur contraire.

4. En déduire la probabilité u; que la porte s’ouvre au k-iéme essai.

5. Retrouver directement ce résultat en utilisant un ensemble £ plus simple,

muni de la mesure uniforme, grace a un argument de probabilités égales
(d’équiprobabilité).

1. On numérote les clefs de 1 & n et note [ le numéro de la clef qui ouvert la porte.
L’univers est alors I’ensemble des suites (i1,...,%) de numéros deux & deux distincts
tels que i = 1.

2. L’événement Ej est réalisé si la premiére clef choisie n’est pas la bonne. On a donc
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De méme, ’événement F1 N Es est réalisé si les deux premieres clefs choisies ne sont
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3. L’événement Sy est réalisé si pour tout j € [1,k — 1], E; est réalisé et E}; est réalisé.

On a donc : B
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5. On modifie 'expérience. On tire toute les clefs en conservant l'ordre dans lequel on
tire ces clefs. L’univers contient alors n! éléments. Un réslutat (i1,...,%n) réalise S
si i = 1. Il y a donc (n — 1)! cas favorables pour n! possibles. On obtient donc de
nouveau ’égalité :

1
up = —
n

Exercice 2. Soient b,d,r > 0.

Une urne contient initialement b boules blanches et r boules rouges. On réalise
Pexpérience suivante :

e On tire une boule de I'urne au hasard uniforme, et on note sa couleur.

e On remet la boule dans I'urne, et on ajoute d boules de la méme couleur.
On répete 'expérience autant de fois que 'on veut.

Soit n > 1. Déterminer la probabilité que la boule tirée soit blanche lors du
n-ieme tirage.

On pourra utiliser une récurrence, et des probabilités conditionnelles sachant
le résultat du ler tirage.

On pose B; I’événement “une boule blanche est tirée au i-eme tirage”.
On pose R; I’événement "une boule rouge est tirée au i-éme tirage”.

Au premier tirage, on a P(B1) =

b+r
Pour le second tirage, on calcule :

b+d b b T b
= X + X = .
b+d+r b+r b4+d+r b+r b+r
b
b+r

P(B2|B1)P(B1) + P(B2|R1)P(R1)

On va démontrer par récurrence sur n > 1 que P(B,) =

Initialisation : Ok.

Hérédité : Soit n > 1. On suppose que le résultat est vrai pour n > 1.

On ne peut pas utiliser P(By+1|Brn) dans nos calculs, car on ne sait pas exactement combien
de boules sont contenues dans I'urne quand B, est vrai (I'événement B, ne donne pas le



nombre de boules dans 'urne). A part Bj.

Regardons P(B,,+1|B1). Apres 1 tirage, si By est vrai, on a b+ d boules blanches et r boules
rouges. Pour arriver a n + 1 tirages, il reste donc n tirages a faire.

Cela revient exactement a faire n tirages en commencant avec b’ = b + d boules blanches et

r’ = r boules rouges.

_ b _ _btd
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De méme, regardons P(B,,+1|R1). Apres 1 tirage, si Ry est vrai, on a b boules blanches et
r + d boules rouges. Pour arriver & n + 1 tirages, il reste donc n tirages a faire.

Cela revient exactement & faire n tirages en commencant avec b’ = b boules blanches et

r’ = r + d boules rouges.

Ainsi, d’apres ’hypothese de récurrence, on en déduit que P(By+1|Bn)

b

Ainsi, d’apres ’hypothese de récurrence, on en déduit que P(Byn4+1|B1) = ﬁ/r, = bra

On obtient ainsi :

b+d b b r
P(Bn+1) = P(Bn+1|B1)P(B1)+P(Bnt1|R1)P(R1) = + =

= X X
b+d+r b+r b4+d+r b+r

Exercice 3.
Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé. Soient X,Y : Q — R des v.a. discretes.

1. Montrer que X 4+ Y est une v.a. discrete.
2. Montrer que XY est une v.a. discrete.

3. Soit f: R — R. Montrer que f(X) est une v.a. discrete.
On pose X () = {x,,0 < n < N} (avec N = 400 si X(§2) est dénom-
brable), et A, = X 1({z,}).

Démontrer que X = Zgzo xnla,.
En déduire une expression de f(X).

Pour YV = Z%:o ym1p,,, en déduire une expression de XY

N o

Exprimer Zﬁ;o Px({z,}) en fonction des Ay.
Calculer cette somme.

8. Sil’on connait la loi de X (la fonction Px ), peut-on retrouver la fonction
X7

Comme X et Y sont des v.a., pour tous 7,y € Ron a X~ 1({z}),Y"!({y}) € A. Commes X
et Y sont des v.a. discrétes, on a X (Q2) et Y(Q2) finis ou dénombrables.

1. On remarque d’abord que (X + Y)(2) C X(R2) + Y (Q2) est un ensemble fini ou dénom-
brable.
Montrons donc que X + Y est une v.a. discréte.

Pour tout z € R, on a (X + Y)71({z}) = UxEX(Q),yEY(Q),w+y:z(X_1({x}) N

b+

Y~1({y})). C’est une réunion finie ou dénombrable d’intersections d’éléments de
A, donc c’est un élément de A.
Ainsi, X 4+ Y est une v.a. discrete.

2. Ona (XY)(Q) C {zy, z € X(Q),y € Y(22)}, donc cet ensemble est fini ou dénombrable.
Montrons donc que XY est une v.a. discrete.
Pour tout z € R, on a (XY)~1({z}) = UzEX(Q),yEY(Q),zy:z(Xil({x}) NY~1({y})).
C’est une réunion finie ou dénombrable d’intersections d’éléments de A, donc c’est un
élément de A.
Ainsi, XY est une v.a. discrete.

3. Comme X () est fini ou dénombrable, f(X)(£2)) est fini ou dénombrable.
Montrons donc que f(X) est une v.a. discréte.
Pour tout z € R, on a f(X)~1({z}) = Usex(@),f(o)== X~1({z}). C’est une réunion
finie ou dénombrable d’éléments de A, donc c’est un élément de A.
Ainsi, XY est une v.a. discrete.

4. Comme les A,, sont disjoints, la fonction 27]:7:0 xply,, est donc bien définie : pour
tout w € €2, au plus un seul terme de la somme est non-nul.
Soit w € Q. Comme Q = X~ 1(X(Q)) = Up Ay, il existe n > 0 tel que w € A,. Cela
veut dire que X (w) = zp.
On a donc X (w) = zp = 25:0 znla, (W).
Ainsi, ces deux fonctions sont égales.

5. Ona f(X) =N, flan)la, .

Cela se prouve de la méme facon que la question précédente.

6. Ona XY = ZT]:]:O Z%:() TnYmla,nB,,-
La fonction de droite est bien définie car pour tout w € €2, au plus un seul terme est
non-nul (les A, N By, sont tous disjoints).

7. Ona YN Px({zn}) = SN P(An) = P(UpAy) = P(Q) = 1.

8. Non.
La fonction Px indique seulement la probabilité que la fonction X prenne chaque valeur
zn € X(Q). Cette mesure de probas n’indique pas la valeur exacte de X (w).
Exemple : Pour A, B C A avec P(A) = P(B) = 0, les fonctions X = 14 + 214 et
Y = 1p+21 3 ont pour loi de probabilité la fonction Py = Py = P(A)d1 +(1—P(A))d2.
On ne sait pas quels w dans 2 donneront 1 et lesquels donneront 2, mais on sait que la
proba que X (w) = 1 est P(A).
Et c’est en fait tout ce qui nous intéresse.

Exercice 4. Soit X une variable aléatoire réelle telle que X () C N. Déterminer
la loi de probabilité de X (i.e. calculer P(X = n) pour tout n € N*) dans les
cas suivants :

1. On suppose que

4

Vn € N, ]P’(X:n+1):n+1

P(X =n).



2. On suppose que X ne s’annule pas et qu'il existe p €]0, 1] tel que pour
tout n € N* :
P(X =n)=p-P(X >n).

Montrer que, pour tout n € N* :
P(X=n+1)=(1-p) -P(X =n).

En déduire la loi de probabilité suivie par X.

1. On montre par récurrence que pour tout n € N,

P(X =n) =P(X = o)%.

4TL
En utilisant & nouveau le fait que Zii% P(X = 0)—' =1 on obtient
n!

47’7/
P(X =n)=e 4 —.
n!

Donc X suit une loi de poisson de parametre 4.
2. Soit n € N*. On a :
P(X=n)—-PX=n+1)=p-P(X>n)—p-P(X >n+1)=p-P(X =n)
D’ou la relation de récurrence
P(X=n+1)=(1-pP(X =n).
Par récurrence P(X =n) = (1 — p)" " 'P(X = 1).

Enfin, on a ’égalité :

+oo
1= (1-p" P(x=1)= PX =1
n=1
D’ou
P(X=n)=(1-p)""'p

Donc X suit une loi géométrique de parametre p.




