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Exercice 1. Vous étes devant une porte fermée. Vous avez n clefs. Une seule clef
ouvre la porte. Vous décidez d’essayer les clefs 'une apres 'autre, au hasard
uniforme.

1. Quel est I'univers 27
On ne cherchera pas a calculer explicitement la mesure de probas P qui
modélise cet exemple.

2. Soit, pour chaque ¢ € [1,n], 'événement E; : « le i-éme essai est un
échec ». Calculer P(Ey) et P(Ey | Ey).

3. Pour chaque k € [1,n], exprimer I’événement Sy, : « la porte s’ouvre au
k-ieme essai » en utilisant les événements E; et leur contraire.

4. En déduire la probabilité u; que la porte s’ouvre au k-iéme essai.

5. Retrouver directement ce résultat en utilisant un ensemble )’ plus simple,
muni de la mesure uniforme, grace a un argument de probabilités égales
(d’équiprobabilité).

Exercice 2. Soient b,d,r > 0.

Une urne contient initialement b boules blanches et r boules rouges. On réalise
I’expérience suivante :

e On tire une boule de 'urne au hasard uniforme, et on note sa couleur.

e On remet la boule dans 'urne, et on ajoute d boules de la méme couleur.
On répete expérience autant de fois que I'on veut.

Soit n > 1. Déterminer la probabilité que la boule tirée soit blanche lors du
n-ieme tirage.

On pourra utiliser une récurrence, et des probabilités conditionnelles sachant
le résultat du ler tirage.

Exercice 3.
Soit (£2, A, P) un espace probabilisé. Soient X,Y : Q@ — R des v.a. discrétes.

1. Montrer que X + Y est une v.a. discrete.
2. Montrer que XY est une v.a. discrete.

3. Soit f: R — R. Montrer que f(X) est une v.a. discréte.
On pose X(Q) = {z,,0 < n < N} (avec N = +o00 si X(2) est dénom-
brable), et A, = X ({z,}).

Démontrer que X = EnN:o Tpla,.
En déduire une expression de f(X).

Pour Y = erf:o Ym1p,, , en déduire une expression de XY.

NS o

Exprimer Zﬁ;o Px ({z,}) en fonction des Ag.

Calculer cette somme.

8. Si l'on connait la loi de X (la fonction Py ), peut-on retrouver la fonction
X7

Exercice 4. Soit X une variable aléatoire réelle telle que X (Q2) C N. Déterminer
la loi de probabilité de X (i.e. calculer P(X = n) pour tout n € N*) dans les
cas suivants :

1. On suppose que

4
n+1

VneN, P(X=n+1) = P(X =n).

2. On suppose que X ne s’annule pas et qu’il existe p €]0, 1] tel que pour
tout n € N* :
P(X =n)=p -P(X >n).

Montrer que, pour tout n € N* :
P(X=n+1)=(1-p) -P(X =n).

En déduire la loi de probabilité suivie par X.



