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Espaces de Hardy et de Bergman de D

Définitions et premiéres propriétés

Définition

On définit I'espace de Bergman du disque, B2(D), par :

B?(D) := Hol(D) N L*(D)
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Espaces de Hardy et de Bergman de D

Définitions et premiéres propriétés

Définition

On définit I'espace de Bergman du disque, B2(D), par :

B?(D) := Hol(D) N L*(D)

Définition
On définit I'espace de Hardy du disque, H2(DD), par :

\
|| \

HA(D) := {f € Hol(D) t.q. f(z) = Y an.z" avec Y |asf? < oo}
n>0 n>0
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Espaces de Hardy et de Bergman de D

Définitions et premiéres propriétés

Théoréme

L’espace de Bergman du disque est un espace de Hilbert pour
(f,8)B2(m) = (f, &) 12(D)-

L’espace de Hardy du disque est un espace de Hilbert pour
<f7g>H2(]D) = ano an-bn,

avec f(z) =3 50 an-2" 8(2) =D ,50 bn-2".
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Espaces de Hardy et de Bergman de D

Définitions et premiéres propriétés

Théoréme

L’espace de Bergman du disque est un espace de Hilbert pour
(f,8)B2(m) = (f, &) 12(D)-

L’espace de Hardy du disque est un espace de Hilbert pour
<f7g>H2(]D) = ano an-bn,

avec f(z) =3 50 an-2" 8(2) =D ,50 bn-2".

Théoréme

On peut aussi définir I'espace de Hardy par :
H?(D) := {f € Hol(D) t.q. f admet un prolongement L? sur 9D}

On a de plus : (f,g)2m) = %.(f,ghz(aﬂ)).
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Espaces de Hardy et de Bergman de D

Définitions et premiéres propriétés

On a les inégalités suivantes :

Proposition
vF € BYD), |f(2)] < rgaepeIfllszo)
VF € HD), [F(2)] < a5 | Fllve)
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Espaces de Hardy et de Bergman de D

Définitions et premiéres propriétés

On a les inégalités suivantes :

Proposition

vF € BYD), |f(2)] < rgaepeIfllszo)
VF € HA(D), IF(2)] < grzsey I 1)

Les opérateurs d'évaluation f — f(z) € C sont donc continus.

Proposition

Le 2théoréme de Riesz gionne ainsi Vz € D |'existence de
kKE'® ¢ p2() et ki ®) € H2(D) tels que :

2
Vf € B(D), f(z) = (k& ™, f)g2p)

VF € HA(D), £(z) = (K" ®) ) o)
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Noyaux de Reproduction Définition et propriétés .
Calculs dans pour H*(D) et B<(D)

Définition

On définit ainsi Vz,w € D : Kgz(p)(z, w) := kfz(D)(W) et

Ky (2, w) = ZHz(D)(W).

Ces fonctions sont appelées noyaux de reproduction de B?(ID) et
H?(D).
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Noyaux de Reproduction Définition et propriétés .
Calculs dans pour H*(D) et B<(D)

Définition

On définit ainsi Vz,w € D : Kgz(p)(z, w) := kfz(D)(W) et

H2(D
Kiem)(z, w) := k; ( )(W).
Ces fonctions sont appelées noyaux de reproduction de B?(ID) et
H?(D).

Plus généralement, la définition d'un noyau de reproduction est la
suivante :

Définition

Soit X un ensemble, et H un espace de Hilbert de fonctions de X
dans C.

Une fonction K : X x X — C est un noyau de reproduction de H si
et seulement si :

-Vze X, k, =K(z,.)eH

-Vz e X,Vf € H, f(z) = (ky, )n.

AGNIEL Vidal Opérateurs de composition pondérés et noyaux de reprodu




Noyaux de Reproduction Définition et propriétés

Calculs dans pour Hz(\ ) et B2(D)

Soit X un ensemble. Soit H un espace de Hilbert de fonctions de X
dans C, qui posséde un noyau de reproduction Ky. On a les
propriétés suivantes :
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Noyaux de Reproduction Définition et propriétés

Calculs dans pour Hz(\ ) et B2(D)

Soit X un ensemble. Soit H un espace de Hilbert de fonctions de X
dans C, qui posséde un noyau de reproduction Ky. On a les
propriétés suivantes :

Proposition

Ky est unique.
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Noyaux de Reproduction Définition et propriétés

Calculs dans pour Hz(\ ) et B2(D)

Soit X un ensemble. Soit H un espace de Hilbert de fonctions de X
dans C, qui posséde un noyau de reproduction Ky. On a les
propriétés suivantes :

Proposition

Ky est unique.

Proposition

On a: Ku(z,w) = Ku(w, z), Vz,w € X. Ainsi, Ky(z,z) > 0.
Et pour §, I'opérateur d’évaluation en z, Ky(z,z) = ||d,].
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Noyaux de Reproduction Définition et propriétés

Calculs dans pour H2(D) et B2(D)

Soit X un ensemble. Soit H un espace de Hilbert de fonctions de X
dans C, qui posséde un noyau de reproduction Ky. On a les
propriétés suivantes :

Proposition

Ky est unique.

Proposition

On a: Ku(z,w) = Ku(w, z), Vz,w € X. Ainsi, Ky(z,z) > 0.
Et pour §, I'opérateur d’évaluation en z, Ky(z,z) = ||d,].

Proposition
Si H est séparable, soit {1}, une b.o.n de H. Alors Vz, w € X,

Kh(z, w) = Z¢n(z)-¢n(w)

n>0

v
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Noyaux de Reproduction Définition et propriétés .
Calculs dans pour H*(D) et B<(D)

Proposition

Ky est une fonction noyau sur X :
Vn >0, V{x1,...,xa} C X, ((Kn(xi,xj)ij) est auto-adjointe
positive.

Cette propriété de "fonction noyau" permet de généraliser les
noyaux de reproduction. Le théoréme suivant donne un lien fort
entre ces deux éléments.
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Noyaux de Reproduction Définition et propriétés .
Calculs dans pour H*(D) et B<(D)

Proposition

Ky est une fonction noyau sur X :
Vn >0, V{x1,...,xa} C X, ((Kn(xi,xj)ij) est auto-adjointe
positive.

Cette propriété de "fonction noyau" permet de généraliser les
noyaux de reproduction. Le théoréme suivant donne un lien fort
entre ces deux éléments.

Théoréme

Soit K : X x X — C une fonction noyau sur X. Alors il existe un
unique espace de Hilbert H de fonctions de X dans C tel que K est
le noyau de reproduction de H.
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Noyaux de Reproduction Définition et propriétés

Calculs dans pour H2(D) et B2(D)

Une b.o.n de H?(D) est {z"} 0.
Ainsi, KHz(D)(z, w) = ano zZ"w" = 1_1ﬁ
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Noyaux de Reproduction Définition et propriétés

Calculs dans pour H2(D) et B2(D)

Une b.o.n de H?(D) est {z"} 0.
Ainsi, Kpp(py(z,w) = 2,50 2" W" = T
Une b.o.n de B3(D) est {z"., /+75 }n>0.
™ 1 1

. B " —n 1
Ainsi, Kip(p)(z, W) = D50 2" W07 = T Twa)?

Les expressions sont obtenues assez simplement et donnent entre
autres la norme des opérateurs d’évaluation §,.
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Définitions et})premiéres}) proprié$és N
Liens entre B<(Q2) et B<(D), H<(Q) et H=(D)

Espaces de Hardy et de Bergman de O Calcul de noyaux de reproduction

Pour continuer, généralisons les espaces de Hardy et Bergman.

Définition

Soit Q un ouvert simplement connexe de C, différent de C. On
définit :

B2(Q) := Hol(Q) N L(R) I'espace de Bergman de Q

H?(Q) := {f € Hol(Q2) t.q. f a un prolongement L? sur 0Q}
I'espace de Hardy de Q.
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Définitions et})premiéres}) propriétés N
Liens entre B<(Q2) et B<(D), Hz(Q) et H<(D)

Espaces de Hardy et de Bergman de O Calcul de noyaux de reproduction

Pour continuer, généralisons les espaces de Hardy et Bergman.

Définition

Soit Q un ouvert simplement connexe de C, différent de C. On
définit :

B2(Q) := Hol(Q) N L(R) I'espace de Bergman de Q

H?(Q) := {f € Hol(Q2) t.q. f a un prolongement L? sur 0Q}
I'espace de Hardy de Q.

Théoréme

Soit ¢ : D — Q un biholomorphisme. Alors
H?(Q) = {f € Hol(Q) t.q. lim, 1~ ([y(8(0.1) If(2)2|dz|) < oo}.

Cette seconde caractérisation est plus pratique pour les calculs,
tandis que la premiére caractérisation est plus visuelle.
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Espaces de Hardy et de Bergman de Q

Remarque

Essayer de définir B2(C) et H?(C) de facon similaire donne {0}, ce
qui n'est pas intéressant.

AGNIEL Vidal Opérateurs de composition pondérés et noyaux de reprodu



i N ér ,)propriéqtés S
ns entre B<(Q2) et B<(D), H*(Q2) et H<(D)
Espaces de Hardy et de Bergman de O Calcul de noyaux de reproduction

Remarque

Essayer de définir B2(C) et H?(C) de facon similaire donne {0}, ce
qui n'est pas intéressant.

Théoréme

B2(Q) et H?(Q) sont des espaces de Hilbert.
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Définitions et})premiéres}) proprié$és N
Liens entre B<(Q2) et B<(D), H<(Q) et H=(D)
Calcul de noyaux de reproduction

Espaces de Hardy et de Bergman de Q

Remarque

Essayer de définir B2(C) et H?(C) de facon similaire donne {0}, ce
qui n'est pas intéressant.

Théoréme

B2(Q) et H?(Q) sont des espaces de Hilbert.

En obtenant une inégalité similaire a celle trouvée pour D, les
opérateurs d'évaluation J, sont tous continus sur ces deux espaces,
et le théoréme de Riesz nous donne :

Proposition

B?(Q) et H?(Q) sont des espaces de Hilbert & noyau de
reproduction.
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Définitions et_premiéres propriétés
Liens entre Bz(ﬂ) Gl Bz(]ll)), Hz(Q) et Hz(]DJ)

Espaces de Hardy et de Bergman de O Calcul de noyaux de reproduction

Théoréme
Soit ¢ : © — I un biholomorphisme. Alors

BQ) - B(D) . M@ - H(D)
O (o) Y (fol) W

des isométries.

U sont
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Définitions et_premiéres propriétés
Liens entre Bz(ﬂ) et Bz(]D) Hz(Q) et Hz(]D))
Calcul de noyaux de reproduction

Espaces de Hardy et de Bergman de Q

Théoréme

Soit ¢ : © — I un biholomorphisme. Alors
. B*(Q) — B*D)  H(Q) - HA(D)
U: f ( o). et V: p (f 0 ) /T sont

des isométries.

Gréce a3 ces isométries, on obtient :

Théoréme

Ke2(q)(ziw) = ¢/'(2). Ksz(m) (1(2); ¥ (w)).
Kiz(q)(zi w) = V' (2)-Kipm) (¥(2); ¢ (w

"(w)
w))-/ ¢ (w)
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Définitions et_premiéres propriétés
Liens entre Bz(ﬂ) et Bz(]D) Hz(Q) et Hz(]D))
Calcul de noyaux de reproduction

Espaces de Hardy et de Bergman de Q

Théoréme

Soit ¢ : © — I un biholomorphisme. Alors
U, BAQ) —» B(D) . HAQ) - HAD)
' f (f o).y ' f (fov)). v/

des isométries.

sont

Gréce a3 ces isométries, on obtient :

Théoréme

Kpz(0)(zi w) = '(2). Ksz(m) (¥(2); p(w)).¢' (w)
Kiz(q)(zi w) = V' (2)-Kiem) (¥(2): (W) /' (w)

Ce théoréme couplé au calcul de Kigz(p) et Kyz(p) nous donne :

Théoréme

Kp2(0)(ziw) = 7.(Kpe(y (2 w)).
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D tions et“premieresﬁpropri és N
Liens entre B<(Q2) et B<(D), H<(Q) et H=(D)

Espaces de Hardy et de Bergman de O Calcul de noyaux de reproduction

Les deux derniers théorémes permettent de rapidement calculer les
noyaux de reproduction de H?(Q) et B?(Q) a partir de ceux de
H?(D) et B*(D).
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Définitions et’)premieres’) propriétés
Liens entre B<(Q2) et B<(D),

Espaces de Hardy et de Bergman de O Calcul de noyaux de reproduction

Les deux derniers théorémes permettent de rapidement calculer les
noyaux de reproduction de H?(Q) et B?(Q) a partir de ceux de
H?(D) et B*(D).

- Soit 1 := {z tq Re(z) > 0} un demi-plan.

Alors ¢1 : z — ijé est un biholomorphisme de Q; vers .
1

On obtient ainsi : Kyz2(q,)(z, w) = -
1

Donc Kipz(q,)(2,2) = 2.Re(z)"
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Définitions et})premieres}) propriéﬁtés N
Liens entre B<(Q2) et B<(D), H<(Q) et H=(D)

Espaces de Hardy et de Bergman de O Calcul de noyaux de reproduction

Les deux derniers théorémes permettent de rapidement calculer les
noyaux de reproduction de H?(Q) et B?(Q) a partir de ceux de
H?(D) et B*(D).
- Soit 1 := {z tq Re(z) > 0} un demi-plan.
Alors ¢1 : z — ijé est un biholomorphisme de Q; vers .

1

On obtient ainsi : Kyz2(q,)(z, w) = -

Donc Kipz(q,)(2,2) = %e(z).

- Soit Q3 := {z tq |Im(z)| < 5} une bande de largeur 7.
Alors 15 : z +— exp(z) est un biholomorphisme de Q» vers Qy,
et 11 0 12(z) = tanh(3).

On obtient ainsi : Kiz(g,)(z, w) =

tanh(Z%)"

Donc KHz(Ql)(Z,Z) = m'
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Introduction, et théoréme de continuité sur B2(D), H2(D)
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Revenons maintenant sur le disque pour aborder les opérateurs de
composition.

Pour ¢ : D — D donnée, on cherche déja a avoir C, : f = fo ¢
bien défini sur B?(D) ou H?(D).

On montre dans un premier temps que ¢ doit nécessairement étre
holomorphe.
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Introduction, et théoréme de continuité sur B2(D), H2(D)
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Revenons maintenant sur le disque pour aborder les opérateurs de
composition.

Pour ¢ : D — D donnée, on cherche déja a avoir C, : f = fo ¢
bien défini sur B?(D) ou H?(D).

On montre dans un premier temps que ¢ doit nécessairement étre
holomorphe.

Remarque

Un théoréme sur les espaces de Hilbert 3 noyaux de reproduction
nous dit que C, bien défini = C, continu. Il n’est cependant pas
utilisé ici car on va directement trouver une majoration de ||C,||.
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Introduction, et théoréme de continuité sur B2(D), H2(D)
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Revenons maintenant sur le disque pour aborder les opérateurs de
composition.

Pour ¢ : D — D donnée, on cherche déja a avoir C, : f = fo ¢
bien défini sur B?(D) ou H?(D).

On montre dans un premier temps que ¢ doit nécessairement étre
holomorphe.

Remarque

Un théoréme sur les espaces de Hilbert 3 noyaux de reproduction
nous dit que C, bien défini = C, continu. Il n’est cependant pas
utilisé ici car on va directement trouver une majoration de ||C,||.

Théoréme de subordination de Littlewood

Soit ¢ : D — D holomorphe telle que ©(0) = 0.
Alors C, est continu sur B?(D) et H?(D), et ||C,|| < 1.
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Introduction, et théoréme de continuité sur B2 (D), H? (D)
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Un théoréme plus général en découle :

Théoréme

Soit ¢ : D — D holomorphe.
Alors C, est continu sur B?(D) et H?(D) et de norme

1+]p(0
G < /2.
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Introduction, et théoréme de continuité sur B2(D), H2(D)
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Un théoréme plus général en découle :

Théoréme

Soit ¢ : D — D holomorphe.
Alors C, est continu sur B?(D) et H?(D) et de norme

1+]e(0
G < /2.
Ce résultat ne s'étend pas a tout 2 ouvert simplement connexe car
les isométries liant H2(D) a H2(Q) et B%(D) a B?() envoient un
opérateur de composition C, sur un opérateur de composition
pondéré M,, o Cy4, ou M,, est I'opérateur de multiplication par w.
M,, dépend fortement du biholomorphisme 1) : D — Q choisi, qui

dépend fortement de la forme de Q, et peut ainsi ne pas étre
continu voire pas bien défini.
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Introduction, et théoréme de continuité sur B2(D), H2( )
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Il existe toutefois certains critéres impliquant la bonne définition,
continuité, et compacité de C.
L'un de ces critéres est le suivant :
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Introduction, et théoréme de continuité sur BZ(. D), Hz( D)
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Il existe toutefois certains critéres impliquant la bonne définition,
continuité, et compacité de C.
L'un de ces critéres est le suivant :

Critére de Hilbert-Schmidt

Soit ¢ : Q — Q holomorphe.

Si [Jo Ke2(0)(¢(2), 9(2))ldz| < oo, alors C,, est compact sur
B%(Q).

Si [5q Kiz(q)(#(2), ¢(2))|dz| < oo, alors C, est compact sur
H?(Q).

L’ensemble des C, pour lesquels ¢ vérifie le critére de
Hilbert-Schmidt est un idéal inclus dans I'ensemble des opérateurs
compacts.
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Introduction, et théoréme de continuité sur B2(D), H2(D)
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Un lemme rend plus pratique 'utilisation d'un tel critére :

Soient f, g : D — D holomorphes, avec Im(f) C Im(g) et g
injective.
Si C, est compact sur B%(D) ou H?(D), alors Cr I'est aussi.

Si Cr n’est pas compact sur B?(D) ou H?(DD), alors C; aussi.
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Introduction, et théoréme de continuité sur Bz( ), H?(D)
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Un lemme rend plus pratique 'utilisation d'un tel critére :

Soient f, g : D — D holomorphes, avec Im(f) C Im(g) et g
injective.
Si C, est compact sur B%(D) ou H?(D), alors Cr I'est aussi.
Si Cr n’est pas compact sur B?(D) ou H?(DD), alors C; aussi.

La fonction g étant holomorphe injective, c’est un biholomorphisme
D — Im(g). Ainsi, la forme de Im(¢y) joue un role majeur dans les
propriétés de C,.
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Introduction, et théoréme de continuité sur B2(D), H2( )
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Dans le cas de I'espace de Hardy (resp Bergman), on remarque que
si d(Im(y),08) > 0 et que [0Q] < oo (resp || < 00 ), alors C,
est de type Hilbert-Schmidt, donc compact.

A contrario, si 1(p(02) N0Q2) > 0, C, n'est pas compact sur
B%(Q) et H(Q).
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Introduction, et théoréme de continuité sur B2(D), H2(D)
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Dans le cas de I'espace de Hardy (resp Bergman), on remarque que
si d(Im(y),08) > 0 et que [0Q] < oo (resp || < 00 ), alors C,
est de type Hilbert-Schmidt, donc compact.

A contrario, si 1(p(02) N0Q2) > 0, C, n'est pas compact sur
B%(Q) et H(Q).

Dans le cas du disque, si Im(y) contient un disque tangent au
cercle unité, alors C, n'est pas compact sur B2(D) et H*(DD).
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Introduction, et théoréme de continuité sur Bz( ), H?(D)
Critére de Hilbert-Schmidt

Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Dans le cas de I'espace de Hardy (resp Bergman), on remarque que
si d(Im(y),08) > 0 et que [0Q] < oo (resp || < 00 ), alors C,
est de type Hilbert-Schmidt, donc compact.

A contrario, si 1(p(02) N0Q2) > 0, C, n'est pas compact sur
B%(Q) et H(Q).

Dans le cas du disque, si Im(y) contient un disque tangent au
cercle unité, alors C, n'est pas compact sur B2(D) et H*(DD).

On montre aussi que si Im(y) est incluse dans un polygone inscrit
dans D ou dans une lentille inscrite dans I, alors C, est de type
Hilbert-Schmidt sur H?(DD).
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Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Pour la bande Q, = {z tq |/m( )< 5} ona

Krz(a,) (0(2), (2 ))—W>1,et |0Qs] = o0
Ainsi, pour tout ¢ : Q — Q5 holomorphe,

Joa Krz () (¢(2), w(2))|dz| = oo
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Introduction, et théoréme de continuité sur B2(D), H2( D)
Critére de Hilbert-Schmidt
Remarques et calculs

Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Pour la bande Q, = {z tq |/m( )< 5} ona
KH2 Q2)( ( ) ( ))—W>1, et ’892’200
Ainsi, pour tout ¢ : Qo — Qo holomorphe,

Joa Krz(@)(¢(2), ¢(2))|dz| =
Il n'y a donc aucun opérateur de composition de type

Hilbert-Schmidt sur H?(Qy).
On montre le méme résultat pour B3(Qy), H*(1), B3(Q1).
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Remarques et calculs
Opérateurs de composition Théoréme général de compacité

Ces résultats calculables tombent sous la coupe d’un théoréme plus
général :

Théoréme

B?(2) posséde des opérateurs de composition compacts si et
seulement si |Q] < oo.

H?(Q) posséde des opérateurs de composition compacts si et
seulement si [09Q] < oco.
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Ceci est la fin de cette présentation.
Je vous remercie de votre présence.
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