LA TRANSFORMEE DE BARGMANN

OU COMMENT VOIR L?(R) COMME UN ESPACE DE FONCTIONS ANALYTIQUES.

Mais si c’est bien.

Quelques pré-requis

Les polynomes d’Hermite sont définis sur R par :

_ * _ (_1)n 2mx? gn ¢ —2mx?
Ho—l et VTLGN,HH(.’L')—We 6(6 )

Les fonctions d’Hermite sont définies sur R par :
Vn €N, hy(z) = e ™ H,(z).

Proposition. Les fonctions d’Hermite forment une base hilbertienne de L?(R).

La transformée de Bargmann et I’espace du méme nom

Pour tout z € C, et f € L?(C), on définit :

Z\th,f

n>0

Comme |(hp, f)| < [|f]], cela définit une fonction analytique dans tout C appelée trans-
formée de Bargmann de f. Notons que par le théoreme de Fubini, on peut écrire plus

simplement :
r;)f b, f) = ;W/Rhn(x)f(x)dx
— /R gﬂmhn(ax) f(2)da

Entre parentheses, c’est une série entiere (avec un parametre x € R) dont le terme général
vaut :

9l/4 ma? ( f)nan( —2m;2)'

On reconnait la série de Taylor au point x de la fonction y — e~ 2y’ qui est analytique sur
tout C. Ainsi :

Bf(z):/R21/4€m[:2 —2m(z— \f) f( )dw_21/4Ae—wz2+2xzﬁ—;z2f(x)dx

Notons que la transformée de Bargmann B est injective car :

Bf=0=VYneN, (h,, f)=f=0.



L'image de L?(R) par la transformée de Bargmann B est l’espace de Bargmann, noté
PBarg(C) dans la suite. C’est un sous-espace de l'espace des fonctions analytiques sur tout
C. Bien évidemment :

B: L*(R) — Barg(C)

est un isomorphisme qui induit une structure d’espace de Hilbert sur Batg(C) pour laquellle
B est continue. On pose pour cela :

(Bf, Bg)sarg(c) = (f,9) 12(C)-

Proposition. L’espace Barg(C) est l'espace des fonctions analytiques g(z) = > anz™ sur
tout C telles que Y, ~qn!lan|* < 4o0.

PREUVE. Si f € L*(R) et Bf(2) = 3,50 anz", alors pour tout n € N :
<hn> f> = \/aan

et par I'égalité de Parseval, on a bien Y, ., nl|a,|* < +oc.
Réciproquement, si (a, ), vérifie cette condition de sommabilité, alors en posant :

f=>_vVnlanh, € L*(R)

n>0

on a bien Bf(z) = 37,50 anz" € Barg(C). O

Une application : la transformée de Fourier dans I’espace de Bargmann
On note .7 la transformée de Fourier dans L?(R.) que I’on peut transporter par I'isomorphisme
B en un opérateur de Barg(C) appelé transformée de Fourier dans l'espace de Bargmann
et noté simplement §. Il s’agit de faire commuter le diagramme :
2R) 2 Barg(C)
A
L*(R) — Barg(C)

Le calcul de §(By) = B(Z ) est facile lorsque ¢ € D(R) : il suffit d’appliquer le théoreme
de Fubini et de se souvenir du calcul de

2
/ efax2+2ﬁwdx — \/?e/i’ (a >0, g€ C)
R (6%

B(g(’p)(z) _ 21/4/ €_ﬂ—§2+2€zﬁ_%22 </ 6_2mm£§0(l‘)dl‘> df
R R

21/46;22/ </ e,ﬂ52+25(z wim:)dg) go(x)dx

R R

_ 21/4/ e—m2+2r(—iZ)\/77—%(—iz)Qgp(x)dx:ng(—iz)
R

On trouve :

2



Par densité de D(R) dans L?(R) et continuité de tous les opérateurs, le résultat subsiste
pour tout f € L?(R) et on trouve :

Vg € Barg(C), F(g)(z) = a(—iz).

En particulier, il devient facile de calculer .% (h,,) : dans l'espace de Bargmann, B(h,,) =

\/% d’ot : )
\n . N
§(Bhy)(z) = (—1) T (=49)"B(hn)
et donc :

B7§B(h,) = F(hn) = (=),

ce qui signifie encore que .% est diagonalisée sur la base d’Hermite.
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