Processus de branchement

Caroline Robet

5 septembre 2014



Table des matiéres

1

Survie ou Extinction ?

1.1 Définition d’un processus de branchement . . . . . . .. . ..
1.2 Applications . . . . . . ..o
1.3 Progéniture . . . . . . ...
1.4 Moments de 'arbre . . . . . . . ... oo

Processus de branchement vu comme une marche aléatoire

Processus de branchement sur-critique
3.1 Loilimite . . .. .. ... ... ...
3.2 Population a lignée infinie . . . . . . ... ...

Théoreme de temps de retour et de la progéniture totale
Processus de Poisson

Modeles plus avancés

6.1 Processus de branchement en temps continu . . . . . . .. ..
6.2 Distribution exponentielle de I'age . . . . . . . . .. .. .. ..
6.3 Modele binaire . . . . ...
6.4 Modele de reproduction sexuée . . . . .. ...

14

18
18
23

26

28



Introduction

L’évolution d’une population et la reproduction sont des phénomenes diffi-
ciles a décrire précisément. Cependant, il existe de nombreuses modélisations
mathématiques, plus ou moins complexes, qui permettent d’en appréhender,
chacune a leur maniere, les différents aspects.

Le modele le plus simple est le modele de Maltus (1798). C’est un modele
discret. Si on note N; la population a l'instant ¢;, alors on a la relation
Nit1 = N; + rN; ou r s’interprete comme le taux d’accroissement de la po-
pulation (différence entre le taux de fécondité et le taux de mortalité). Ce
modele prédit une évolution exponentielle de la population N; = Ny(1 +r)".

Un des principaux probleme de ce modele, c’est de ne pas prendre en
compte les différents individus composant la population étudiée. Pour cela il
faut faire appel aux probabilités, comme a travers les processus de branche-
ment.



1 Survie ou Extinction ?

1.1 Définition d’un processus de branchement

Un processus de branchement est un modele de population probabiliste
discret. On considere une population qui évolue de génération en génération.
On part de Zy = 1 et on note Z,, le nombre d’individus a la nieme génération
en supposant que, apres avoir donné naissance, les individus de la (n-1)ieme
génération meurent.

A chaque génération n € N, chaque individu ¢ engendre une portée

d’individu de la génération suivante, de taille X, 41, de loi (p;)i>0 ol p; =
Zn

P(avoir i enfants). On a la récurrence Z,41 = Y X, 41,. Alors I'évolution
i=1

de la population suit un processus de branchement si les tailles de chaque fa-

mille forment une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes

identiquement distribuées. Ce modele n’est pas spécifique a la reproduction

sexuée et se rapproche plus de la division cellulaire.

< Zo=1
< 71 =2
< Z, =4

[ <t 7Z3=6
I
I
|

FIGURE 1 — processus de branchement



Théoreme 1. Soit un processus de branchement i.i.d de loi de reproduction
X, etn=P(In: Z, =0) la probabilité d’eztinction de la lignée, alors on a :

— Lorsque E(X) <1 alorsn =1 c’est le cas sous-critique.
— Lorsque E(X) > 1 alors n <1 c’est le cas sur-critique
— Lorsque E(X)=1etP(X =1) <1 alorsn =1 c’est la cas critique

De plus, si G est la fonction génératrice des probabilités de X (G(s) = E(s*))
alors la probabilité d’extinction n est la plus petite solution dans [0,1] de

n=G@).

Preuve

—~

Zn, = 0). Comme {7, = 0} C {Z,,1 = 0}, on peut
est croissante et comme elle est majorée par 1 (c’est
une probabilite elle est donc convergente vers n € [0,1]. On pose
G,(s) = E(s%") qui est la fonction génératrice des probabilités de la
nieme génération.

Gn(s) = ZE (s7n|Zy = i)P Zpl (87" Zy = 1)

— Posons n, = P
déduire que (1,

\/\_/\_/

On note alors Z;,_, ; le processus de branchement issu du j*¢ individu
de la premiere génération. pour obtenir

400 +00 7
Gn(s) = Zp,L-E(SZ’II’L71,1+Z’;7.71,2+"'+Z7/’L—l,i|Zl = 1) = Zpi H E(SZ;L—l,j)
=0 j=1

=0

_sz snll sz nl

+oo .
donc G, (s) = G(G,,_1(s)) car G(s) = E(s%') = 3 p;is’ d’ott en évaluant
i=0
pour s=0, on obtient 7, = G(n,_1). Par continuité de G sur [0, 1], on
obtient par passage a la limite que n = G(n)



—cas 1 :
Lorsque po = 0, on obtient n = 0 car n = P(3In|Z, = 0). Si py = 0 alors
chaque individu a au moins un enfant et donc Z,,.1 > 7, > ... > Zy =
1. D’ou Vn, Z, > 1 et donc n = 0.

— cas 2
Lorsque P(X =1) =1lonaalors E(X)=1etVn, Z,=1ps.lln'y a
donc rien a prouver.

— cas 3
Puis, si P(X < 1) =1 mais p=P(X =0) > 0 alors

P(Z,=0)=1-P(Z,=1)=1-P(Z =1)"=1—(1—p)" — 1

n—-+00

— cas général

Enfin pour le reste de la preuve, on prend P(X < 1) < 1. On suppose
que @ € [0,1] vérifie v = G(¢»). On va prouver que 7 < ? en mon-
trant par récurrence que Vn, n, < ¢ : Pour n=0, ny = P(Z, = 0) =
0 < v € [0,1] On suppose la propriété vraie au rang n, n, < ¢ donc
G(n,) < G(¢) par croissance de G d’ou 7,41 < ®. Par limite, n < 1
donc 7 est la plus petite solution dans [0,1] de G(z) = x.

On remarque que la fonction s — G(s) est croissante et convexe avec
G"(s) = E(X(X—1)s¥72) > 0. Lorsque P(X < 1) < 1, alors G"(s) > 0
donc la fonction est strictement convexe pour s > 0. Il existe donc au
plus deux solutions dans [0,1] de x = G(z).

Si G(0) > 0, il y a une unique solution quand G'(1) = E[X] < 1, qui est
= 1. Il y a 2 solutions distinctes quand G'(1) = E[X] > 1, qui sont 7

et 1 donc n < 1. Il y a une unique solution quand G'(1) = E[X] = 1,

qui est 7 = 1 sauf lorsque G(s)=s qui est le cas P(X = 1) = 1 ou alors

on a vu que Vn, Z, =1 et doncn =20

U
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FIGURE 2 — Fonction génératrice de probabilité et probabilité d’extinction
suivant ’espérance de la loi de reproduction

1.2 Applications
1) Lorsque la loi est donnée par p, = (1—p)do+pds, on parle de processus

de branchement binaire. Trouver n en fonction de p

Sip<3,onaE(X)=2p<1etcommeP(X =1)=0alors n=1.
Sip >3, ona E(X) > 1. On cherche n vérifiant n = G(n) ici
G(x) = (1 — p) + px?. Donc n =1 — p + pn? on trouve alors n = %

2) Trouver la probabilité d’extinction pour une loi géométrique décalée,
i.e pr = (1—p)*p
On a B(X) = Y k(1 —p)rp = %. Donc lorsque E(X) < 1 cest a dire
k=1
D> % alors 7 = 1. Sinon on a

oo

d (@ =p)fpst=p> (s(1-p))F=

«Q
=
||
=
=
=
!

p
1—s(1-p)

Eo
o

. On calcule alors n = ﬁ.



0.6 0.8 1.0
| |

probabilité d'extinction

0.4

= calculé
théorique

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

probabilité de succeés p

FI1GURE 3 — Probabilité d’extinction d'une loi géométrique calculée a partir
de la simulation d’une population en regardant la fréquence d’extinction de
la population et probabilité théorique donnée par I'expression de n

3) Soit la loi donnée par py = 1 — b/p et p, = b(1 — p)*~L. Trouver la
probabilité d’extinction n

On a

E(z) = bZk:(l —p)tt= —b(Z(l -p)*) = —b(ﬁ)/ = b/p’
k=0 —

k=0

~ Si E(X)=0b/p* <1lalorsp=1.
~ Si E(z) =b/p* =1 alors comme P(X =1) =b=p? <1 doncn=1.
— Si E(X) =b/p? > 1 alors on cherche G(n) = n d’ott

(1=b/p)+ > b1 —p)*'n* =n

1
(1 =b/p) +nbs— =1

(1—=pn

et n = 1=



- Nous montrons par récurrence que la fonction génératrice de probabilité
n( 1—n )2

1— gt 4 Bl B orsque b # p?
G, de Z, est G,(s) = (M “)_77 1-ta=) 4 7P
nqg—(nqg—p)s 92
ry—— lorsque b= 1p
" Mln__"n lorsque b < p?
En déduire que P(Z,, > 0, 3m > ntel que Z,, = 0) = pfn lorsque b = p?
(1=n)n 2
i lorsque b > p
On a
P(Z, > 0,3m > n tel que Z,, =0) = Z P(Zj—1 >0et Z; =0)
j=n+1
= > (B(Z=0)~P(Z =0)
j=n+1

= P(Zso = 0) — P(Z, = 0) = P(Zs = 0) — G,(0)

donc

~ Sib<p?alors P(Zy =0)=1¢et G,(0) =1 — u”uln_jn donc
P(Z, > 0,3m > n tel que Z, = 0) = p" L

~ Sib=p®alors P(Z, =0) = 1 et G,(0) = 7L
P(Z, > 0,3m > n tel que Z,, =0) = L

~ Sib>p*alors P(Ze =0)=net G,(0)=1— ,u"ﬁ donc
P(Z, > 0,3m > n tel que Z,, =0) = %

1.3 Progéniture

Par la suite, on va souvent s’intéresser a la probabilité de survie qui est

noté ¢ = 1—n qui correspond a la probabilité que le processus de branchement
survive pour toujours : ( = P(Z,, > 0Vn > 0).

Définition 2. La progéniture totale du processus de branchement est notée

400
T et est définie par T = > Z,. On pose Gp(s) la fonction génératrice de
n=0

probabilité de T : Gr(s) = E(sT)



Théoreme 3. Pour un processus de branchement i.i.d de loi de reproduc-
tion X et de fonction génératrice de probabilité G, la fonction génératrice de
probabilité de la progéniture totale vérifie Gr(s) = sG(Gr(s))

Preuve
Ona Zy = 1. Si Z; =i alors on appelle T;, j € {1...i} la progéniture totale

du j*m¢ enfant de la premiere génération. On obtient 7= 1+ > T, ou 1
j=1
correspond a l'individu initial. Donc

Gr(s) ZE 12z, =))P(Zy = i) = sz T 7, =)

“+o0o
= ZpiE S )= Z S i
i=0 i=0

_')

Or on a (Tj)je{l__i} est une suite i.i.d de variables de loi T donc

— Z s piE(s™) = Z‘S piGr(s)' = sG(Gr(s))
[l

Application
4) Dans le cas d’un branchement binaire donné par l'application 1, trouver
Gr
On veut
Gr(s) = sG(Gr(s)) = s( (1 —p) +plGr(s)]" ).
Donc Gr(s); = VI Gr(s) = AV pour s petit donc

2sp - 2sp
impossible car on doit avoir Gr(s) € [0, 1] pour tout s € [0, 1] donc on garde

GT(S)l.

1.4 Moments de ’arbre

Nous calculons la taille moyenne d’une génération dans un processus de
branchement pour en déduire la progéniture totale moyenne.

10



Théoréme 4. Pour tout n > 0 et si p = E(Zy) est l'espérance du nombre
d’enfants alors on a :

E(Zy) = p"

Preuve
0

On procede par récurrence. On a la propriété pour n=0 car E(Zy) = 1 = u°.
anl

Puis, Z,, = Xy, avec (X,,;); 1.1.d de moyenne p et indépendant de Z,,_4
=1

K2
donc

Z

n—1
Xn,i|Zn—1> )
=1

(2

E(Zy,) = E(E(Zy|Zn-1)) = E (E(

J

= B( Y P(Zu1 = )Y E(Xai)) = Y P(Zut = )i

>0 i=1 >0

= pE(Zn-1) = p"

Théoréme 5. Soit n > 0. On pose p = E(Z;) la loi de reproduction d’un
indwidu et on suppose < 1 alors

P(Z, > 0) < p”

Preuve
D’apres I'inégalité de Markov, on a P(Z,, > a) < =5
est entier donc P(Z, > 0)=P(Z, > 1) < E(Z,) = u".

E(Zy)

. On a de plus Z,, qui

Remarque : En régime sous-critique (1 < 1), la probabilité de survie
décroit exponentiellement avec n.

Théoreme 6. Pour un processus de branchement de loi de reproduction i.i.d
X, on a pour progéniture moyenne lorsque p < 1, E(T) = ﬁ

11



Preuve N N N
Comme T =Y Z,,ona E(T)= > E(Z,) =Y p"=-+0
n=0 n=0 n=0

1-p

12



2 Processus de branchement vu comme une
marche aléatoire

Dans les processus de branchement, on étudie souvent le nombre de des-
cendants de chaque génération. Pour les besoins des graphes aléatoires, il est
souvent commode d’utiliser un mode de construction différent d’un processus
de branchement par recherche séquentielle du nombre d’enfants pour chaque
individu de la population.

Nous donnons maintenant la représentation d’une marche aléatoire d’un
processus de branchement. Soient X, X5,... des variables aléatoires de loi X.
On définit

So =1

On note T'=min{¢t: S; =0} =min{t: Xy +...+ X, =t —1}. Siun tel t
n’existe pas alors on définit T' = +o0.

On va montrer que T correspond bien a la progéniture totale d’un proces-
sus de branchement. Pour cela, on note X; le nombre d’enfants de I'individu
initial et on définit S; = Sy + X7 — 1 = X;. On a alors S individus non-
explorés, c’est-a-dire les individus dont on n’a pas encore exploré combien
d’enfants ils ont.

Lemme 7. Le processus aléatoire (S;)5 défini ci-dessus a la méme distri-
bution que le processus aléatoire (S1) % ou Si désigne le nombre d’individus
non explorés dans l’exploration d’un processus de branchement apres [’explo-
ration successive de i individus.

Preuve
Par récurrence sur i :

Pour 7 = 0, ok car on part d'un individu.
On suppose la propriété vraie pour S;_1.
- Si S;_1 = 0, nous avons fini car alors tous les individus ont été exploré une

fois et le nombre total d’individus explorés est égale a la taille de ’arbre qui
est T par définition.

13



- Si S;_1 > 0. Alors on choisit arbitrairement un individu non exploré et on
appelle X; le nombre de ses enfants donc le nouveau nombre d’individus non
exploré est égal a S; = S;_1 + X; — 1 car on a rajouté les X; enfants et on a
enlevé l'individu étudié. [

On note H=(X7, ..., Xr) I'histoire du processus jusqu’au temps T. La suite
(x1,..,2¢) est une histoire possible si et seulement si la suite vérifie

80:1
Si=x1+..+x—(i—1) avecs; >0Vi<t
StZO

t
alors lorsque t < oo, P(H = (z1,...,2¢)) = [] ps,. Il faut noter que cette
i=1

formule détermine la loi d'un processus de branchement conditionné a I'ex-
tinction. Nous allons utiliser la perspective de la marche aléatoire pour décrire
la loi d'un processus de branchement conditionné a I’extinction.

Définition 8. On dit que p et p’ est une paire conjuguée si pl, = n* 'p, ou
n désigne la probabilité d’extinction de la loi (p:)52,-

La relation entre un processus de branchement sur-critique conditionné a
I’extinction et son processus de branchement conjugué est :

Théoreme 9. Soient p et p’ des distributions conjuguées. Le processus de
branchement de distribution p conditionné a l’extinction a la méme distribu-
tion que le processus de branchement de distribution p’.

Preuve
I1 suffit de montrer que pour toute histoire finie H=(x1, ..., ;) la probabilité
est la méme pour un processus de branchement conditionné a I'extinction et
un processus de branchement de loi p’.

14



P(H = N extincti
P(H = (x1, ..., x¢)|extinction) = ( (21, .., 22) N extinction)

P(extinction)
_ P(H = (z1,...,x¢)
n

Puis on a montré :
P ST
P(H = (1, ...,z prl prl e =g ST 0
i=1

Par définition de t on a 1 +..+z, = t—1, donc P(H = (z1,...,24)) =1 prl

d'ou P(H = (x1, ..., zy)|extinction) = P'(H = (x1,...,24)) ou P est la dlstrl—
bution d’un processus de branchement de probabilité p’. [

Application Soit G4(s) = E'(s*') la fonction génératrice de probabilité
du processus de branchement dual. On peut prouver que Gy4(s) = %G(ns)

Ga(s) = E'(s™) = ;Jpési =0 lps' = ;)pi(sn)i =+ G(ns)

=0

Théoreme 10. Pour un processus de branchement de loi de reproduction
i.i.d X de moyenne p = E(X) > 1, on a

Pk <T < +) < 7”6, avec I=sup(t — In(E(e*X)))
<0

Ce théoreme peut étre reformulé en disant que lorsque la progéniture to-
tale est grande alors le branchement va survivre avec une grande probabilité.

Preuve
Si T=s alors S, —OetX1—|— 4 X —s—1<3

doncP(k<T<—|—oo)<ZIP(S —0)<ZIP’(X1+ 4 X <)

15



On utilise ensuite le théoreme de Cramer :
Va < E(X1), on a P(3. X; < na) < e ™M@ avec I(a)=sup(ta — In(E(eX)))

i=1 t<0
s

1l suffit de prendre a=1 pour obtenir P(}_ X; < s) < e
i=1

Donc P(k <T < +00) < S el = < ]

l—e—
s=k

16



3 Processus de branchement sur-critique

Dans cette partie, nous allons prouver un résultat de convergence pour la
nieme génération. Dans le cas sous-critique, on a Z,, — 0 car n =1

Lemme 11. Le processus ne peut pas se stabiliser dans le cas sur-critique.

On a alors lim Z, =0 ou lim Z,, = oo et
n—oo n—oo

P(lim Z, =0)=n=1—-P(lim Z, = c0)

n—oo n—o0

Preuve
Montrons que tous les états £ > 1 sont transients. C’est le cas si en posant
R, =P(3j>1,Z,,; =k|Z,=k)ona R, <1. Sipy=0alors R, =p; <L
Si po > 0 alors Ry < 1 — P(passer de I'état k a 1'état 0) < 1 — pk < 1. D’ott
P(Z, = k pour une infinité de n) = 0 d'on Z,, — 0 ou Z,, — oo

3.1 Loi limite

Théoréme 12 (Convergence d'un processus sur-critique). Pour un proces-
sus de branchement sur-critique de loi de reproduction X , on a :

% 22 W variable aléatoire qui est finie p.s .

Preuve
On utilise le théoréeme de la convergence des martingales : si (M,,) est une
martingale bornée dans L' et positive alors M, 2% M. qui est finie p.s.
Sion prend M,, = f—z, on montre que M,, est une martingale. En effet, (%) est

Zn
adaptée d 0(Zo, .., Zn), B(2) = B2 = Lot B(Z4|F,) = 2= E(3 Xuil Fn) =
=1

Mn

1 _Z
WZnM— o O]

Malheureusement, nous ne connaissons pas beaucoup de chose a propos de
la loi limite W,.

17



Théoréeme 13. La fonction génératrice de probabilité de W, Gy (s) =
E(s"=>) vérifie la relation pour s € [0,1] Gw(s) = G(Gw/(s»)).

Preuve .
En effet E(si") — E(sV>~) = Gy (s) car f—,’; converge p.s vers W, et on
applique la convergence dominée pour une martingale positive pour obtenir
la convergence des espérances. Or

n n—1

E(s™) = E(E(si#|2,)) = B(E(s% /")) = G(E(s 7))

B(s#) = ¢[B((s)#7)] — o(Gw(sh)

o
= —— ———————
o e
o | _———
© o~
~ O ] 7
S Pl
et —_
18 JR—
< i
S -
n=1
N u n=2
o
u n=5
o n=20
B ——
T T T T T
0 1 2 3 4

FIGURE 4 — fonction de répartition de la loi limite W, calculée gréace a la

fonction de répartition empirique de % pour différents n

Théoreme 14. Pour un processus de branchement iid de loi de reproduction
X de moyenne p > 1, on a :

1. Si E(Xlog(X)) < 00, alors P(Wy, =0) =n et E(Wy) = 1.
2. 81 E(Xlog(X)) = oo, alors P(W,, =0) = 1.

18



Remarque : Dans le cas 1, on a précisément {W., =0} = {Z,, — 0}.
n—oo

Pour prouver ce théoreme, nous allons devoir montrer les lemmes et corol-

laires suivants :

Lemme 15. Soit X une variable aléatoire positive avec 0 < E(X) =m < oo
alors Va > 0 [ L (E(e™"*/™) — e™)du < oo si et seulement si E(X]|
log(X)]) < 0.

Preuve
On commence par écrire

X
E(e v X/m)y — 74 = E(e7X/m _ 1 4 u_) +1—u—e™
m

— 2 N ae~u_14 al
Pouru>0,onal0<e™—1+u<% doul< [ Fdu <[5 =14

donc la deuxieme partie de I’égalité ne pose pas probleme. Etudions désormais
a E(e*ux/m—l—i—%
fO u?

E(e7vX/m 1+ %), pour montrer que )du < oo si et seule-
ment si F(X|log(X)]) < occ.

Soit F(x) =P(X < mx), on a :

/a E(e—uX/m — 14+ %)
0

u2

du = /0 = /Ooo(e—w C 1t uz)dF(z) Ydu
_ /Ooo( /Oaw(ew 1 up)du )AF ()
= /Ooo( x/ox v 2™ — 1 +v)dv )dF(x)
puis

/ u (e — 14 ux)du = x/ v e — 1 +v)dv
0 0

1 ar
:c(/ v e’ — 1+ v)dv + / v (e’ — 1+ v)dv)
0 1

Ona [Jv2(e™®—1+v) <let [v2(e —1) < oo il nous reste donc
[1¥ 1 = log(az) = log(a) + log(z) o [[“v (e —1+v)dv ~ log(z)

v —00

Jou (e =1+ ux)du ~ =xlog(x) d’olt le résultat. O
T—00

19



Corollaire 16. Soit G(s) = >_ p;s’ la fonction génératrice de probabilité.
7=0

Si0 < m = G'(l) < oo alors folu_Q(G(e_“/m) — e "du < oo ssi

;)pjj log(j) < o0
=

Preuve
On prend X une variable aléatoire positive avec G sa fonction génératrice.
On applique le lemme précédent car E(e %¥/™) = G(e=%™) et

E(X|log(X)|) = >_ p;j log(j). On prend a=1 et on a I’égalité. O
=0

Corollaire 17. Soit G la fonction génératrice de probabilité et
0<m=G'(1) < co. Soit la fonction A définie par :

mm:{m_

0 pour u =0

17687”) pour 0 <u <1

alors A(u) est positive et cmissante et de plus

Vr,c €]0,1[, > A(er™) < oo ssi Z] log(j) p; < o0
n=0 j=

Preuve
On a limA(u) = 0 car lim 2=¢U=" — iy $O=C0=w) _ g1y —
u—0 u—0 uw u—0 w

G est convexe donc A( ) > 0 et A'(u) > 0 ou alors on utilise le fait que A
—1

vérifie A(u) = Zp](Z( (I —wu)") ) > 0 nous donne A est positive et
=0

croissante.

[e.e]
Ensuite, par monotonie de A (comparaison série- [), on a y_ A(cr™) < oo

ssi [, A(ert)dt < oo On pose v = crt dot & =

fOOO A< )dt ln(r) c
Comme (”) = *Q(G(l —v) — 14+ mw) on prend ensuite 1 — v = e~*/™ pour
obtenir A(”) =0 Gle™) —e " +m(l—e /™ — L)t (e —1+u))

ln( )dt pour obtenir

AW 1y < o0,
v
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T
l—e—%

1 -2 —e 22 < £ pour z > 0. Donc fol #dv < 00 ssi fOC(G(e*“/m) -
e ")u"?du < oo. Donc ok par le corollaire 16 [J

Maintenant est borné et supérieur a 1 sur tout intervalle fini et

Preuve du théoreme 14
ETAPE 1 : On veut montrer que E(X log(X)) < oo entraine E(W ) = 1.

On remarque que ¢,(u) = E(e™*Wn) avec W, = f—;} est croissante en n
pour u fixé : cela provient de l'inégalité de Jensen et du fait que W, est
une martingale : E(e7"Wn+1|Z,) > e tFWntilZn) — ¢=uWn q'ol1 en prenant

'espérance des 2 cotés, on obtient : E(e*Wn+1) > F(e~uWn)
On pose 1 (u) = L0 =enl) Houp 4 > 0. Or ¢y (u) = G(¢n(*)) donc

u

_ G(n(u/m)) = G(Pnr(u/m))

On(u/m) — ¢n_1(u/m
wn+l(u) _ SSUPHG/H| ( / ) 1( / )|
u [0,1] u
or G est convexe donc sup||G'|| = G'(1) = m et ¢ est croissante en n donc
[0,1]

on peut enlever les valeurs absolues.

yEnla/m) = 6,1 (u/m)

u

= Pn(u/m)

Par récurrence, 1, 11(u) < 11(u/m™) or ¢g(u) = E(e ™) = e * donc

7vbn-&-l (u> S

u u n— 00

o< d(u) — go(u) _ o(u) —e ™ — lim ¢n+1(u)u— Po(u) _ i%{@

On doit montrer que si £(X log(X)) < oo alors g(u) = Y ¢,(u) < oo pour
n=1

tout u > 0 et lir% g(u) = 0. Cela montrera que
u—s

lim ———— = lim( + ) = (€ ot+limg(u) =1 = ¢'(0) = E(W)

On utilise la monotonie de ;.
0 gl) = 3o 0n(w) € S wnlufm) < [ r(u/mtya
n=1 n=1
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On pose v = -, on a pour u petit, 0 < g(u) < fo ¢1(“ dv. Par le corol-
laire 16, on a 0 < g(u) < [, uwl dv<oodoncg( )—>0

ETAPE 2 : On veut montrer que E(X log(X)) = oo entraine E(W,) = 0
(& P(Wy =0) = 1) avec BE(Wy) = hl%lfﬁ(uy
u—

On suppose que E(W) > 0 alors il existe a et 5 €0, 1] tel que =21 ) > 26

pour u € [0,al. Soit A, (u) = = QZ*( W comme ¢, (u) — p(u), il ex1ste ng tel
que pour n > ng on ait \,(a) > . Or Vn, A\, (u) est une fonction décroissante
en u > 0. Cela nous donne A\,(u) > 3 pour 0 < u < «a et n > ny. Comme

Ont1(u) = G(¢,(u/m)), on obtient

Mia() = == EOL) oy (1= LA (/) )

u m

avec A défini dans le corollaire 17. Comme A est une fonction croissante po-
sitive de u dans [0,1], on obtient

Bu

Ant1(1) < Anfu/m) [1 - —A( ) ] < Anlu/m) e AGH)

Par itération,

a0
™
3
o

L
™
<
e

Angir < €7 = Ao (u/mF) < e =

car A, (u/m*) < lin%/\n0 (x) = E(W,,) = 1.
T—>

Par le corollaire 17, si E(X log(X)) = oo alors o2 A(2%) = oo d'ott en
faisant tendre k vers I'infini dans 'itération , on obtient lim A,(u) = 0 pour

n—oo
0 < u < oo cela contredit A\, (u) > 5 > 0 donc E(W)=0.
3.2 Population a lignée infinie

Nous continuons par étudler le nombre de personnes avec une lignée infinie
de descendants. On note Z™ les personnes de la nieme génération dont la
lignée survit indéfiniment.
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Théoreme 18. Conditionné a la survie, le processus (foo))n est encore un
processus de branchement de distribution p'® donnée par

pé‘”)ZO
P =%Z_l()?7” F(1=n)*p;

De plus, comme on a p'>) = E(Z{OO)) = u = E(Zy), le processus de bran-
chement est sur-critique avec la méme loi que (Z,),, lui-méme.

Preuve
- On note A, I'événement Z,, — +oo. On prouve par récurrence sur n > 0
que la distribution de (Z ,§°°>) ke(0.n) conditionnellement a A, est égale a celle

du processus de branchement (Z)re(..n) de loi de reproduction donnée par
(c0)
P\,

Pour n=0, Zéoo) = 1 car un seul individu existe initialement et sa lignée
ne meurt pas car on est sur A,. Or par convention Z = 1. L’initialisa-
tion est donc faite. On suppose désormais que la distribution (Z,goo))ke(o,_n)
conditionné a A, est celle de (Z)ke(o._n). Nous devons maintenant mon-
trer que alors la distribution (Z,E”))ke(o,‘nﬂ) conditionné a A, est celle de
(Z) ke(0.n+1)- Par 'hypothese de récurrence, on doit montrer que la loi de
Zflofi sachant (Z,goo))ke(o__n) est la méme que Zl: sachant (Z)ke(o..n)'

La loi de Z/n: sachant (Z)ke(o ) €st une somme indépendante de Z va-
riables aléatoires de loi p(>). Malntenant laloi de Z' ] ) sachant (Z, (o0 ))ke(o_nﬂ)
est égale a la loi de Z (o0 JJ sachant Z{™ Chaque individu de la génération n et
de descendance infinie donne naissance a un nombre aléatoire i.i.d d’enfants
de descendance infinie avec la méme loi que Zl(oo) conditionné par A,

- On doit maintenant montrer que P(Z\° = k|A,) = p°

Pour k=0, conditionnellement & A, on a Z7° > 1 donc on a bien 'égalité.

Pour k£ > 1, on va conditionner par Z; qui est > Zfoo) :

P(Z™) = k|Aw) = (B2 = k) = (7 P27 = K| Zy = )B(Z1 = )
Jjz>k

or pour déterminer ]P’(Zl(oo) = k|Z; = j) il suffit de choisir k enfants parmi les

j qui auront une lignée infinie de probabilité 1 — 7 et les (j-k) autres enfants
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auront une descendance qui sera vouée a ’extinction de probabilité n donc

. . k\ _
P(Z = k|Zy = j) = (j)nj "1 —n)t

k .
P(Z) = kAx) = ¢y (j)nﬂ—’“u —n)fp; =

izk

- Enfin, on veut prouver I’égalité des moyennes.

k=0 k=0 >k
0o i k ' 00
Y Y k(j)n”"“(l =S gy E(BinG. Q)
7=0 k=0 j=0

=MD =) pii=p
j=0 3=0

Théoréme 19 (Proportion de particules avec une descendance infinie).

. . ozl ps
Conditionnellement a la survie, Zg — C
n
Preuve

On va prouver le théoréeme avec = E(Z;) < oo. On se place dans le cas ou
E(Zylog(Zy)) < 00. On a Z; > Zfoo) > 1 car on est conditionné a la survie
d'ou Zylog(Zy) > Zl(oo) log(Zfoo)) > 0. On peut donc passer a l'espérance
pour avoir E(Zfoo) log(Zf)O))) < 00. On a montré que E(Zfoo)) = 4 qui
nous permet d’obtenir I'existence de W) tel que Z,(LOO),LF" — W),
Comme P(W() > 0) = 1 car la probabilité d’extinction 1) du processus
de branchement (Z), est nulle et que E(Z°1og(Z*)) < oo entraine
P(W ) = 0) = 5. Donc %ﬁj) = %g—z converge p.s vers une limite finie
et positive R.

De plus, grace a (pfcoo))k, on a la loi de Z™ sachant Z,, qui est Bin(Z,, ().

Or si X~ Bin(k, () alors par la loi des grands nombres % probe (. Par unicité

de la limite R = (
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4 Théoreme de temps de retour et de la progéniture
totale

Théoréme 20 (progéniture totale). Pour un processus de branchement avec
une loi de reproduction i.i.d X, on a

On va prouver une version plus générale, qui dit que :
k
P(Ty+ .. +Txy=n)= EP(X1+...+XN =n—k)

ou T1,...,. Ty, sont k variables i.i.d de loi T. (On peut penser T} + ..+ T} comme
la progéniture totale d'un processus de branchement commencant avec k
individus.) On note Py la loi de la marche aléatoire commengant en k, (Y;);
les pas i.i.d de la marche aléatoire et S,, = k 4+ Y] + ... + Y, la position de la
marche démarrant en k apres n pas. On pose Ty = inf{n: S,, = 0} le premier
temps de retour a l’origine de la marche.

Théoréme 21. Pour une marche aléatoire de pas (Y;)i>1 i.i.d satisfaisant
P(Y; > —1) = 1, la distribution de Ty est donnée par

P(Ty = n) = %Pk(sn =0)

Preuve
Nous allons prouver P(Ty = n) = £Py(S, = 0) Vk > 0 par récurrence sur
n > 1.
-Lorsque n=1, les deux cotés de 1’égalité sont nuls lorsque k£ > 2 et £k =0 et
sont égales a P(Y; = —1) lorsque k=1.
-Lorsque n > 2, on remarque que les 2 cotés sont nuls pour k=0. On prend
maintenant k > 1.
o
On aPy(To =n) = > Pu(Th = n|Y1 = s)P(Y] = s).
s=—1
Par la propriété de Markov,
k+s

Pu(Ty = nl¥i = 8) = Pays(Ty =n — 1) = ~——

]Pk—i-s(sn—l = 0)
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par hypothese de récurrence avec k > 1 et s > —1 donc

= k+s
Pu(To=n)= Y ———Prea(Sur = 0)P(Ys = 5)

s=—1

or Py s(Sp1 =0) =Pp(S, =0|Y; =)

P =) = 3 2E2p (5, = 0l¥; = s)P(Y = 5)

s=—1 n
1 o0
- ﬁ(z_l kP (Y1 = 5S, = 0) + 52_1 sPL(Y, = 8|S, = 0))
- MSR—_TO)(’“ + B (V]S = 0))

On remarque que E(Y;|S,, = 0) est indépendant de i donc
E(Y1]S, = 0) ZEkY]S = 0) ——Ekas = 0)

De plus, S, =k + Y. V; donc E,(Y1]S, = 0) = =% donc

RS, =0k~ 1) = EBi(s, = 0)

Pk(TD:n):n—l
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5 Processus de Poisson

Dans cette partie, les processus de branchement de Poisson sont étudiés
que l'on notera par P§. X* est une variable de Poisson et 7™ est la progéniture
totale. Pour une variable de Poisson X* de moyenne \, la fonction génératrice

de probabilité est égale a : G3(s) = E5(s*) = > s"e”‘?—f = =D donc la
i=0

probabilité d’extinction vérifie : ) = eXM=1.

Par des simulations avec le logiciel R, le graphique ci-dessous a été construit

a partir de simulations de générations de population suivant une loi de repro-
duction P(A). Comme l'arbre s’éteint au bout de peu de générations lorsqu’il
y a extinction, la probabilité d’extinction a été calculée en regardant si Zi5
était nulle pour 100 processus de Poisson de méme loi.

Puis en faisant varier le parametre A, il est possible de visualiser la pro-
babilité d’extinction en fonction du parametre et de mettre en avant le chan-
gement de comportement par rapport a la valeur A\ = 1. La courbe théorique
ol 1, est solution de I’équation précédente est également représentée.

1.0

u calculé
théorique

0.4 0.6 0.8
Il Il

probabilité d'extinction

0.2
L

T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

lambda

FIGURE 5 — probabilité d’extinction du processus de Poisson

On rappelle que H=(X7, ..., X7}) est I'histoire du processus de branche-
ment. Alors conditionnellement a I’extinction, un processus de branchement a
pour loi p’ donné par p; = 0y 'p; = ni e = Lo-A0m)’ eA(l_”*)e_A(’\’Z—!*)Z

_ il 3N 1!
—)\77)\ (>\Ti>\)1

I N /o
Doup; =e i
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Cette distribution est encore une loi de Poisson de moyenne u, = A, et
on a pne M = e M = MMl = \emA

Définition 22. On dit que i < 1 < X est une paire conjuguée si pe " = Ae™>

Théoréme 23 (Principe de dualité de Poisson). Soit p < 1 < X conjugués.
Le processus de branchement de Poisson de moyenne A conditionné a [’ex-
tinction a la méme loi qu’un processus de Poisson de moyenne .

Théoreme 24. Pour un processus de branchement de loi de reproduction
i.9.d X avec X une loi de Poisson de moyenne X\, on a :

Pi(T* =n) = Qn)"2 o —on

n!

Preuve
On utilise le théoreme de la progéniture qui nous donne pour X* ~ P()\)

1
PY(T* =n) = E]P’;(X{ +..+X,p=n-1)

Onad X;~Pn\ ~YavecP(Y =n—1) =™ (E\:ﬁ;. On en déduit
P;(T* = n) = Q= [

n!
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probabilité simulé
probabilité théorique

04

03

P(T=n)

01

0.0

FI1GURE 6 — Probabilité que la progéniture totale vaille n

Sur le graphique, deux courbes sont tracées. Elles correspondent a
P(T* = n) en fonction de n. Dans le cas de la courbe calculée, de nombreuses
populations finies p.s. ont été générées par un cas sous-critique. Il a fallu
ensuite calculé la probabilité que la progéniture vaille une valeur n a par-
tir d’un échantillon de taille 1000. Alors que la courbe théorique représente
Me_)‘” en fonction de n. On constate que la courbe calculée est tres
proche de la théorique.

Définition 25.

- Un arbre étiqueté sur n est un arbre de taille n ot chacun des sommets a
un nom dans 1,..,n et chaque nom apparait une seule fois.

- Une arréte d’un arbre étiqueté est une paire vi,v2 ou vl et v2 sont les
noms de 2 sommets reliés dans [’arbre.

- L’ensemble d’ arrétes d’un arbre de taille n est la collection de ses (n-1)
arrétes.

- Deux arbres étiquetés sont égauxr si et seulement si ils ont le méme
ensemble d’ arrétes.

Théoréme 26 (Théoreme de Cayley). Le nombre d’arbre étiqueté de taille
n est égale a n" 2
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Preuve
Les sommets vont étre appelés en terme de mots. La racine est le mot (). Les
enfants de la racine sont les mots 1, 2, ..., dy ot1 pour un mot w, on note d,,
le nombre de ses enfants. Les enfants de 1 sont 11,12,... 1d;. Un arbre est
ainsi représenté de maniere unique par I’ensemble de ses mots. Par exemple,
le mot 123 représente le 3eme enfant du second enfant du premier enfant de
la racine.
Deux arbres sont les mémes si et seulement si ils sont représentés par le méme
ensemble de mots. Nous obtenons un processus de branchement lorsque les
variables (d,, ), sont égales a une collection i.i.d de variables aléatoires. Pour
un mot w, nous notons |w| sa longueur. La longueur d’un mot w est le nombre
de pas auquel le mot est relié a la racine et est égale a sa génération.
On note 7 l'arbre d’un processus de branchement de Poisson de moyenne 1
et on calcule alors la probabilité d’avoir un arbre donné t :

P(T =t) = HIP({ =d,) avec &~ P(1)
wet
Z;wl!v

on obtient P(T'=1t) = [] Z;l, = ﬁ;;, car n est le nombre de sommets de t.
wet wr wet w

et dy, le nombre d’enfants du mot w dans I'arbre t. Comme P(§ = d,,) =

Conditionnellement a avoir une progéniture totale 7" = n, nous introdui-
sons 'étiquetage suivant : La racine porte I'étiquette 1 et les autres sommets

ont une étiquette entre 2 et n. Si 7 est donné alors, il y a précisément [] d,,!
wet

manieres possibles de donner des noms a l’arbre qui donne naissancee au
méme arbre labellisé (on permute les noms des fréres et sceurs pour les points
extrémaux sinon on permute les branches des points de méme génération).
De plus la probabilité pour que I'arbre soit entierement étiqueté selon un de
ces étiquetages décrits est (71+1y

Pour un arbre étiqueté ¢, on choisit ¢, un arbre quelconque par lequel
on peut obtenir 'arbre labellisé ¢ en par étiquetage des sommets. Alors la

probabilité d’obtenir un arbre étiqueté donné ¢ est :

11 du!
P(L=10)=P(T = mﬁ

En effet, on choisit un arbre quelconque de taille |I|, puis on regarde
la probabilité d’avoir un arbre labellisé ¢ précisément. On divise donc par
(|{] = 1)! qui est I’ensemble des arbres labellisés possibles et on multiplie par
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[ dw! qui est ensemble des arbres équivalents a ¢. D’ou
wely

IT do!

€7|l| wELy €7|l|
PL=0)= I &I(=11 (-1
wELy

De plus, conditionnellement a 7™ = n, la probabilité d'un arbre labellisé
de taille n donné est :
P(L =) P(L =17

P(L={]|L]=n)= P(|L|=n) P(T*=n)

or P(T* = n) = <2

N d’apres le théoreme précédent. On en déduit donc

P(L = 0] |£] = n) = e (n—l)!: 1

(n—1)le =2  nr-2

On obtient une probabilité uniforme pour ’ensemble des arbres labellisés.
Donc le nombre d’arbres labellisés est égale a n™ 2.

Théoreme 27.

Pour un processus de branchement de loi de reproduction i.i.d X ~ P()),
on a lorsque n — oo P5(T* =n) = A\/Qlﬂﬁe*]w(l +0o(1))

ot Iy =X—1—1In(}\)

Corollaire 28 (Différentiabilité de la probabilité de survie). Soit ny la pro-
babilité d’extinction d’un processus de branchement de Poisson de moyenne

A > 1 alors on a %Q — % ot iy est le dual de X (uy = mA)
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FIGURE 7 — Dérivée de la survie en fonction de A

Remarque : La courbe a été lissée par le logiciel R. En réalité, la dérivée

est nulle pour A < 1 et elle admet une valeur infinie par limite a droite en 1.
Preuve

La fonction 7, qui est notée n(\) est décroissante et satisfait

n(A) =Py(T" < ) ZP* T ie"\"—()\n)nl

n!
n=1

Puis
d —d = (An)nt * (An)"!
0< —C(A by VAV An /
< 60 = gn) = =Sy R =S e (B
B e —)\n )\n n—1 0 _)\nnnfl(n _ 1))\7172
Z a Z ‘ n!
n=2
_ i 6_)\” ()\n>n—1 B i e—)\n nn—2)\n—2
— (-1 & (n-2)
De plus, E}(T*|T* < 00) = m Z ne—\n (An Z o—n )\n)")

n2)\n2

Dlott, £C(A) = n(NEL(TH|T* < o0) — Z S I
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or

B e
I S M
= UTA)E’;(T*IT* <o0)— < ie—M Wg' _
= %A)Ei(TWT* < 00) — %sz_(T* < 00)
= Mg (11 < o) - 1Y

donc L (N) = n(NE;(T*T* < oo)—@EA(T |T* < oo)—l—@. De plus par le
principe de dualité, le processus de branchement de moyenne A conditionné
a l'extinction a la méme distribution que le processus de branchement de

moyenne py donc Ef(T%|T* < o0) = ﬁ donc
dA L—py A Al —pm)
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6 Modeles plus avancés

6.1 Processus de branchement en temps continu

Un des défauts du processus de branchement tel qu’il est présenté jusqu’a
présent est son caractere discret. Il existe un modele plus général qui per-
met de prendre en compte le fait que deux individus d’'une méme génération
n’engendrent pas leurs familles simultanément. Pour modéliser ceci, on in-
troduit une nouvelle variable aléatoire, I’age. On suppose que la famille des
ages est mutuellement indépendante identiquement distribuée de densité f4
et indépendante des tailles de famille. De plus 1’age est une variable continue
et positive.

On note Z(t) le nombre d’individus & l'instant t, et Gy(s) = E(s?®) la
fonction génératrice de Z(t). La fonction génératrice dépend du temps. On
suppose de plus que Z(0) = 1 : il y a un unique individu initial. Chaque
individu vit pendant une période, égale a son age, avant d’étre remplacé par
la famille qu’il engendre. On note A I’age de l'individu initial. Tout comme
dans le modele discret, on cherche a obtenir une expression de G; afin de
déterminer Z(t).
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0 t

FIGURE 8 — Exemple d’arbre suivant un processus de branchement en temps
continu

Théoréme 29. Pour tout t dans RT, pour tout s dans [0,1], on a :

Gi(s) = / C(Groul(s)) fau) du + / e

Preuve
On a 'égalité suivante :

Gy(s) = E[s?)] = E[E[sZ1)|A]] = / E[s?®|A = u] fa(u)du.
Ry
Si A = u, a linstant u l'individu initial meurt et est remplacé par N des-
cendants. N est une variable aléatoire de fonction génératrice G. Chacun des
N individus engendre une famille comme son ancétre ’a fait. La mort de
I’ancétre a pour effet de remplacer le processus par une somme de N copies
du processus décalées dans le temps de w.
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~ Siu > t, alors Z(t) = 1 et donc pour tout s dans [0,1], E[s?®)|A =
ul] = s.

— Siu < t, alors Z(t) = Y1 + Yy + ... + Yy une somme de N copies
indépendantes de la génération Z(t — u). On obtient E[s?®|A = u] =
G(Gt,u<8)).

Donc en séparant l'intégrale au temps t, on obtient 1’égalité du théoreme.

Théoréme 30. Soit t dans Ry, on note m(t) = E[Z;]. Sous réserve d’exis-
tence, m vérifie [’équation suivante :

Vie Ry, m(t)= ,u/o m(t — u) fa(u)du + /000 fa(u)du

avec p = G'(1) = E(Zy).

Preuve
on a :

. 0G|

Par théoreme de dérivation sous le signe somme,
t
oG G,

BlZ) = lim [ GHGeu()

wmwm+[mmwm.

On conclut avec le théoreme de convergence dominée car

9 o 9G, . 0G..
lim 55 (Gr-u(s)) = lim s (8 =n et lm =55

(s) = m(t — u).
U
6.2 Distribution exponentielle de 1’age

Dans le cas particulier ou f4 est la densité d'une loi exponentielle, il est
possible de déterminer une équation différentielle plus simple, vérifiée par G,.
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Théoréme 31 (Distribution exponentielle de I’age). On suppose que la den-
sité de l'age est : fa: 1t Ae Mg, (1).
Alors la fonction Gy vérifie I’équation différentielle suivante :

0
5,G1(5) = AlG(Guls)) = Guls)].

Preuve
On part de I’équation du théoreme 29 et on dérive par rapport a t. Pour tout
t € R, , pour tout s € [0,1] , on a :

55Gi(5) = GG N0 + [ 56(Gi(s) Fatuddu = sfa()

Or Go(s) = s et 2G(Gi_u(s)) = —2G(G4—u(s)). Donc on a :

0
DG = (G6) = )falt) — [ A-GGl) Falu)

0 K 0
5G9 = (G5) = )£a() = (GGl D Fawlicg + | GG falu

En utilisant 'expression de f4, on peut simplifier :

5G1(5) = (6(5) = )1a(8) = G{Ga(s) Fat) + GGNF20) = A [ GlGi(s) Fatudu

= —sfa(t) + AG(Gy(s )\/ G(Gi—u(5)) fa(u)du

0

D’apres le théoreme 29, on a :

/0 G(Gou(s)) fa(u)du = Gi(s) — 8 /t " fatu)u = i) — 540

Pour finir, on obtient :

0
5,G1(5) = AlG(Guls)) = Guls)].
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Plusieurs simulations de processus de branchement a temps continu ont
été réalisées :
-Tout d’abord, le processus créé est celui ou la mort du parent entraine la
naissance de ces enfants. Une matrice permet de rassembler les dates de nais-
sance et de mort des individus au cours du temps.
La date de naissance des individus correspond a la date de la mort de son
parent et la date de déces correspond a la date de naissance a laquelle on a
rajouté une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de moyenne 70.
On peut alors trouver la population en fonction du temps t en regardant
quels individus ont leur date de naissance < t < date de mort.

FI1GURE 9 — Population avec modele de non-coexistence des parents et enfants

Ce modele n’est pas forcément tres réaliste car la loi exponentielle est une
loi sans vieillissement donc certains individus vivent 200 ans avec ce modele.
De plus, tous les enfants naissent en méme temps et seulement a la mort de
leur parent.

-Ensuite, j’ai voulu créer un modele ou les enfants naissent au fur et a
mesure de la vie de leur parent et donc plusieurs générations peuvent coexis-
ter. Pour cela, j’ai changé 1’expression de la date de naissance en prenant
la date de naissance du parent auquel on ajoute une loi exponentielle de
moyenne 30. Si le résultat est plus grand que la date de mort du parent alors
on donne pour date de naissance a ’enfant la date de mort de son parent
comme précédemment.
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F1GURE 10 — Population avec modele de coexistence des parents et enfants

Cependant ces deux modeles doivent étre programmés au fur et a mesure
des générations. Le processus n’a pas pu étre généralisé.

-Enfin, la population est modélisée en utilisant les propriétés de loi expo-

nentielle. En effet, on s’intéresse a chercher parmi les individus vivants lequel
va mourir en premier pour donner vie a ses enfants. Si on a p individus a I'ins-
tant t alors on cherche min(Xy, ..., X;) ou les X; sont des lois exponentielles
de parametre A et correspondent & I’age des individus. Or min(Xj, ..., X))
suit une loi exponentielle de parametre pA.
On crée donc une matrice ou on retient dans une ligne les temps ou la popu-
lation change. Dans 'autre ligne, on indique le nombre d’individus a partir
de ce temps qui est le nombre d’individus a l'instant précédent auquel on
enleve la personne décédée et on rajoute ses enfants.

400
|

Nombre d'individus
300
!

o

100 200 300 400 500 600

temps
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FIGURE 11 — Population avec modele du minimum

6.3 Modéle binaire

On reprend le modele binaire vu dans le cas discret. On est dans le cas de
la division cellulaire. A I'instant t=0, il n’y a qu’une seule cellule (Z(0) = 1).
On suppose que 'age suit une loi £(1). Chaque cellule peut soit mourir, soit
se dupliquer, de maniere équiprobable. On a :

Vs € 0,1], G(s) = %(1 +8).

L’équation différentielle définissant G; s’écrit donc :

) 1 ,
:Gils) = 5 (Guls) = 1)

Théoréme 32 (Expression de Gy).

2s+t(1—s
vVt € R+, Vs € [0, 1],Gt<8) = ﬁ

Preuve
La fonction t — %(t —1)? est localement lipschitzienne sur R, donc d’aprés
le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale. La
fonction constante égale a 1 est solution de I’équation, donc si une solution
passe par la valeur 1, c’est la fonction constante. On considere donc ¢ une
solution, et on suppose qu’elle ne prend pas la valeur 1. On peut alors écrire :

/

¥

(p(t) —1)? 2
1 1 t

p()—1 o0)—1 2

Or Vs € [0,1], Go(s) = / she Mdu = s
0

S B
o) —1 s—1 2
I 2+t(1l—s)
p(t) =1 2(s—1)
_ 254t(1 —s)
=S a =
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Par unicité, on a le résultat. [J

A partir de la fonction génératrice, on peut remonter aux lois des Z(t)
car Gy(s) = E(s?®) = 3. P(Z(t) = n)s". Donc G\™(0) = nl P(Z(t) = n)
n=0

On en déduit les résultats suivants sur le processus :

Théoréme 33. Vte R,, VneN:

Preuve
Le calcul des dérivées successives de G se fait assez facilement.

On montre que G4(s) = m. Alors on a par récurrence,
n 4t 1nl
Gi"(s) =

2+ (1 — s)]n

On évalue en 0.

Théoréme 34 (Espérance et variance de Z(t)).

VieR,, E[Z({t)]=1 et wvar(Z(t))=t

Preuve
Pour tout ¢ dans Ry, s — Gy(s) est de classe C* sur [0,1] et on a :
0 4
—Gi(s) = —————.
Os () [2+t(1 —s))?
Elle admet donc en 1 une dérivée a gauche finie qui vaut E[Z(t)] = 1. De
meme

0” 8t
72 = e o
Ainsi var(Z(t)) = t.
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Théoréme 35 (Fonction de répartition de Z(t)).

. th—l
VteR,, VkeN" ona: P(Z(t)>k)= L
Preuve
Soit k dans N*, on a :
L 4t 4 - tn
(2(t) 2 k) 2+ (241) R;I (2+¢)"
4 _t k-1 opk+1
P(Z(t)Zk): 2<2+t>t _ -
Q@+t 1-55 (2+1)

g

On n’a pas calculé la fonction de répartition F' a proprement parler mais
1 — F. C’est parfois plus facile a manier.

On peut maintenant s’intéresser aux comportements asymptotiques de notre
modele.

Théoréme 36 (Comportement asymptotique).

La population s’éteint presque surement.

De plus, conditionnellement a ’événement "{Z(t) > 0}”, @ converge en
loi vers £(2).

Preuve

On montre que tlim G4(0) = 1, {extinction} = (J,cp, {Z(t) = 0}
—00

Par inclusion, P({extinction}) > P(lJ,cy{Z(n) = 0}. On peut calculer cette
derniere quantité qui vaut 1. Une probabilité étant toujours inférieure a 1,
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on a : P({extinction}) = 1. Pour tout z € R* , on a :

P(Z(t) >tz et Z(t)>0)
P(Z(t) > 0)

CP(Z(t) >te) 2l 24 ¢\

O P(Z(t) >0)  (2+¢t)ll+t 2 (2(2+t))

— o lta] In2(1+2) —[te]In2 —|tx] In (1+2)

P (@ > x| Z(t) > 0) =P(Z(t) > tx|Z(t) > 0) =

=€

Ainsi P (402 a]Z(1) >0) — =

n—-+00
En notant F' la fonction de répartition de @ conditionnellement a {Z(t) >
0}, on a montré que F(x) =1 — e 2* si z > 0. On montre facilement que F'

est nulle si x < 0. C’est donc la fonction de répartition d'une loi £(2). O

ecdf(x)

1.0

0.8
1

Fn(x)
0.6
!

0.4

0.2

= fonction de répartition de Z(8)/8
] fonction de répartition de exp(2)

0.0

T T T T T T
0 1 2 3 4 5

FIGURE 12 — Convergence vers la loi £(2)

6.4 Modele de reproduction sexuée

Le modele de Daley sert a décrire le mécanisme de reproduction d’une
population sexuée. On définit F, le nombre de femelles et M,, le nombre de
males a la génération n et Z,, le nombre de couples de cette méme génération.
On définit, ensuite, le nombre de naissances donné par un couple (tous les
couples suivent la méme loi de reproduction G) par : X le nombre de femelles
et Y le nombre de males. Les variables X et Y sont indépendantes de I'indice
de génération.
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Définition 37. Soit une suite (X, i, Yni)mienxn= de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées selon le loi du couple (X,Y), a
valeurs entieres.

Soit L : R, xR, — R, croissante en x et en y, a valeurs entiéres, telle que :

V(x,y) S (R+)27 L(:L',y) < ry.

Soit (Zy)nen une suite telle que :

Zy=N (N >1)

(Fn-i-la Mn+1) = (07 0) st Zn =0,
(Frt1, M) = ZzZ:nl (Xnsis Yai) stnon
Z, = L(F,, M,,) n>1

Alors (Zp)nen suit un modele de Daley.

Théoréme 38. La suite (Z,)nen est une chaine de Markov homogéne a
valeur dans N. L’¢tat 0 est absorbant.

On sait que G(21, z2) = E(2{*23) avec G la fonction génératrice du couple

(X,Y). On a donc E(z1 " 20" | Z, = j) = (G(21, 23))7, avec j € N
Exemple de loi de reproduction :
Soient T" = X 4+ Y le nombre d’individu dans la portée d’un couple donné,
H(z) = > 72, piz" sa fonction génératrice et (p,q) € (]0,1])* ou p est la
probabilité que le nouveau-né soit une femelle. On obtient ainsi :G(z1, 22) =
H (pz1+qz2). De plus, on peut supposer que le nombre de males et de femelles
d’une portée sont indépendants donc : G(z1, 22) = Gx(21)Gy (22).
Exemples (cas particulier de la définition) :

— Soit L(x,y) = zmin(1,y),on a donc :

7 _ E, siM,>1
" 10 siM,=0

Ce modele représente une situation de promiscuité totale des individus
et un pouvoir reproductif illimité des males. On obtient alors ce genre
de représentations au fur et a mesure des générations :
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FIGURE 13 — Représentation de I’évolution de la population suivant
leur sexe
— Soit L(z,y) = min(z, dy) avecd € N*,on a donc :

, _ [ F. sidM,>F,
") dM, sinon

Ce modele est appelé le modele des couples fideles.

Enfin, voici une simulation en temps continu d’une population sexuée.
Pour cela, I'utilisation des propriétés de minimum et de non-vieillissement
des lois exponentielles ont été utilisées. En effet, j'ai construit une matrice
a 3 lignes. La premiere ligne indique les temps ou la population change, la
deuxieme ligne indique le nombre de femelles présentes a partir de ce temps
et jusqu’au temps suivant et la troisieme ligne indique le nombre de males.
Les temps sont simulés a partir du min(Xy,..., Xy, Y1,...,Y,,) (qui sont les
ages des f femelles et m males présents au temps précédent) qui suit une loi
E(fAr+mAy,) avec 1/Af et 1/, les espérances de vie pour les femelles et
les males. On ajoute alors au temps précédent une variable aléatoire de loi
E(fAf +mA,,) pour trouver le temps a partir duquel une personne meurt.

On tire ensuite une Bernoulli de parametre de succes la proportion de fe-
melles présentes pour déterminer si un homme ou une femme est mort. Si
c’est une femelle, le nouveau nombre de femelle est alors : le nombre précédent
ou on enleve la personne décédée et auquel on rajoute une variable suivant
une loi de poisson de parametre le nombre moyen d’enfants femelles qu’a une
femelle, et le nouveau nombre de male est le nombre précédent auquel on
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rajoute les enfants males de la femelle. Si ¢’est un male qui meurt alors on
enléve juste un male au nombre de male précédent.

Le graphique ci-dessous se place dans le cas de la population francaise sans
immigration avec un taux de natalité de 2,1 enfants par femmes dont 48, 8%
des bébés sont des filles et 51,2% des garcons. Et I'espérance de vie est de
85 ans pour les femmes et 78 ans pour les hommes. On commence a ’an 0
avec b0 femmes et 50 hommes.

100 150
| |

Nombre d'individus

50
|

FIGURE 14 — Evolution de la population au cours du temps avec en rouge les
femmes et en bleu les hommes

On peut ensuite rajouter le fait que les femelles donnent naissance au
cours de leur vie et donc peuvent coexister avec leurs enfants. On va supposer
que chaque femme donne naissance en méme temps a tous ses enfants. Pour
cela, la ligne des femelles a été séparé en deux lignes. L'une pour les femelles
n’ayant pas encore donné naissance et I'autre pour le nombre de femelles déja
mere. On obtient ce genre de résultat ou ici la population s’éteint.
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FIGURE 15 — Evolution de la population au cours du temps avec en rouge les
femmes et en bleu les hommes
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Conclusion

Pour conclure, on peut remarquer par ce travail que la modélisation d'une
population peut tres vite devenir complexe. Le modele discret de Galton-
Watson nous permet de décrire de maniere assez simple 1’évolution d’'une
population jusqu’a ’extinction ou alors jusqu’a un nombre infini d’individus.
Ce modele est utile pour, par exemple, regarder ’évolution d’un nom de fa-
mille en regardant le nombre de fils de chaque homme.

Ensuite, le processus de branchement en temps continu nous permet de
prendre en compte les durées de vie différentes des individus. Il se rapproche
davantage d'un modele représentant une population. Cependant, on peut
encore 'améliorer en ajoutant la notion de sexe et d’accouplement dans la
population. On obtient ainsi une population avec de la reproduction sexuée.

J’aimerai enfin remercier mon maitre de stage Nicolas Pétrélis qui m’a en-
cadrée pendant ces six semaines. Cela m’a confirmée dans ma préférence pour
les probabilités et m’a permis de découvrir d’un peu plus pres le quotidien
d’un chercheur.
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