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1 Un modeéle markovien d’arbre

1.1 Présentation de la généalogie des cellules

On part d’une cellule appelée racine et notée (). Cette cellule croit jusqu’a se
diviser en deux cellules de tailles identiques. On définit alors 'arbre généalogique
binaire engendré par () par U := U ,{0,1}" (ou {0,1}° = 0)

Début d'un arbre généalogique d’une cellule

Chaque nceud u € U de Parbre est identifié & une cellule descendante de la cellule ()
et est caractérisé par (&, by, d,, T,) ou :

— &, est la taille de la cellule u a sa naissance

— b, est la date de naissance de la cellule u

— d, est la durée de vie de la cellule u

— 1, est la taux de croissance de la cellule u.
On désigne par u~ le parent de u.

1.2 Relations vérifiées par les parametres des cellules

1. L’évolution (&, t € [by, b, + dy[) de la taille de la cellule v pendant sa durée
de vie est gouvernée par :

&' =& exp(Tu(t — by)) pour t € [by, b, + d,|[. (1)

On est dans le cas d’une croissance exponentielle de la cellule suivant son taux
de croissance.

2. Chaque cellule meurt en donnant naissance a deux cellules de méme taille. La
date de naissance de u correspond a la date de mort de son parent. On obtient

gu - %gu— eXp(Tu_du_) (2>

3. La loi de la durée de vie d,, est donnée par
t
P(d, € dt|&, = x, 7, = v) = B(zexp(vt)) exp ( - / B(x exp(vs))ds) dt
0
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ou B(z) pour z €]0, 00 est un taux de division.
4. Finalement, le taux de croissance de u est transmis par le taux 7,- de son
parent a ’aide d’un noyau de transition p tel que

P(r, € dV'|1,- = v) = p(v,dv") (3)

avec v > 0 et ou p(v,dv’) est une probabilité sur |0, co[ pour tout v > 0.

Le modele dynamique ((&,, 7,), u € U) est complétement déterminé par les équations
précédentes, comme une chaine de Markov de conditions initiales (&, 7y) sur la
racine. Cette chaine peut étre vue comme un processus de Markov continu en posant

sinon

(5?’ Ttu) — { (gu eXp(TéL(ng_) bu>>, Tu) Si t E [bU7 bu + du[ (4)

On définit (X (¢),V(t)) = ((X1(t), Vi(1)), (Xa(t), Va(t)), ... ), le processus des tailles
et des taux de croissance des cellules vivantes dans le systeme a I'instant t. Ces deux
quantités sont reliées avec la relation suivante :

+oo
Y x>0 0w viw) = Y, Lbsi<burda) e m) ()
i=1

ueU

Dans la suite, nous nous servirons des hypotheses suivantes :

B(x)

T

Hypotheése 1. Le tauz de division B est continu, B(0) = 0 et / = +400.
0

Le noyau de transition p est défini sur un compact & C|0, col.

Théoreme 2. Sous Uhypothése 1, la loi de ((X(t),V(t)),t > 0) ou ((u, Tu), u € U)
ou ((&', 1), t > 0,u € U) est bien définie sur un espace de probabilité approprié
avec presque surement aucune accumulation de sauts.

Si p est une mesure de probabilité sur S =]0,00[xE, on notera de maniere
indifférente par [P, la loi de ces 3 processus lorsque la racine (&p, 7p) suit la loi p.

1.3 Comportement de la moyenne

Dans toute cette section, la loi de la racine est pu = u, avec x €]0, +o0o[ telle que
po({z} x €) =1 (ie § = x p-s).



Définition 3. Pour u € U, on pose m‘u le i-éme parent de u dans son arbre
généalogique. On définit alors T/ comme le tauzx de croissance accumulé de la cellule
u et de ses anceétres jusqu’au temps t par :

|ul

— Tomi i+ T (t — by, pour t € |by, b, + d,
= D RATHAERAGRY | | o

0 sinon

On va ensuite choisir de maniere équiprobable une branche de l'arbre de la
maniere suivante : pour tout k£ > 1, si v, désigne la cellule marquée a la k-eme
génération, on a

2% pour u € U tel que |u| =k
P(I/k = U) = .
0 sinon
ou |u| = ksiu = (ug,uy,...,u). De plus, pour t > 0, la relation bue, St < by, +dy,
défini de maniere unique un processus de comptage (Cy);>o avec Cy = 0. Le processus

C; permet de définir un processus marqué de taille a la date t, taux de croissance et
taux accumulé de croissance définis par

(X(t)v V(t),V(t)) = ( L ) TtVCtaTtVCt) pour t € [buctabuct + duct [

On a x(t) est la taille de la cellule v, pendant sa durée de vie, donc

1
X(t) = gct eXp(TCt (t - bct)) = 560; eXp<TC’; CC;) eXp(TCt (t - th))

d’ou par récurrence immédiate

(1) = g exp(rr) = LT )

De plus, V() € [emin, €maz)| car on a supposé £ compact. On remarque alors que
V(t) € [emint, Emazt]. (8)

Le comportement de (x(t),V(t),V(t)) qui correspond & la taille, au taux de
croissance et au taux de croissance cumulé de la branche aléatoire de I'arbre peut-
étre exprimé comme une fonction de 'arbre généalogique complet grace a la formule
"many-to-one” .



Proposition 4. (Formule many-to-one) Sous U'hypothése 1, soit P, la probabilité
sous la loi initiale p, de . Alors Vt >0, on a

E. [0, V). 7(0)] = B[ 3 e 22 g, oo, 7)

ueU

pour tout ¢ : S x [0, +o0[— [0, +o0[

Démonstration. Pour v € U, on note I, = [by, b, + d,[. Comme x(t) = %C‘f/(t)) par

la formule (7), on a

B [0((0). V@), V)] = B |o (222070 v<t>,7<t>)]

zexp(7y v o
Z¢( 9| t y Tt 77'1;) 1{tEIU,vct:v})]

veld

On définit alors H,, = 0((&y, dy, Tu) avec Ju| < n). On a par conditionnement que

1 év eXp(_ﬁvv)
okl x

P(ve, = U|H|v\)

On obtient alors par conditionnement par Hj,|,

xexp 7' v =5
Z¢ ( |U‘ t , Ty 7Tt) 1{teIU,vctU})]

velU

xexp Tt v =5 o exp(—ﬁ“ﬂ)
[ (527 e S

Lueld

=E, Zéz‘wﬂﬁ‘ﬁ#ﬁ?)]

Lueld

Lemme 5. On note F; la filtration engendrée par (x(s),V(s),s < t) donnés par la
cellule marquée. Pour h > 0 suffisamment petit, on a

Po(Crn — Cr = 1|1F) = B(X(t))h + he(h)
ot |e(h)| — 0 lorsque h — 0 et

P$(Ct+h - Ot Z 2) — O(h2)



Théoréeme 6. (Comportement de la mesure de la moyenne empirique) On travaille
sous Uhypothese 1. Soit p une probabilité sur S =|0,+o0o[xXE. On définit n(t, dx, dv)
par

<n(tv ')7 90> = EM Yo € C&(S)

Z p(Xi(t), Vi(2))

Alors n(t,.) est solution (au sens faible) de

omn(t, z,v) + vy (zn(t,z,v)) + B(xz)n(t, z,v) = 4B(2x) /p(v’, v)n(t, 2z, dv’)

&

n(0,z,v) = nO(z,v) >0

avec pour condition initiale n'V (dx, dv) = p(dz, dv).

Démonstration. Soit x €0, 00[, on va prouver le résultat pour pu = p,. Soit ¢ €
C3(8) positive. On a

<Tl(t, ')v §0> =E, =K,

Zw(X,-(t), Vi(t))

st(féﬂn“)] :

ueU

Or la formule many-to-one, nous dit que si g : S x [0, +00[— [0, +00[ alors V¢ > 0,
on a

E.lo(x(6). V(D). V()] = B[S & S g er o 7

En particulier, avec g : (£, 7%, %) — & exp(T) (&4, /) on obtient

exp(V(t))

(n(t.. ) = B mp(x(e). Vo) "2

Pour h > 0, on introduit 'opérateur

ft+h) ~ S0

Ahf(t) = n

On va étudier la convergence de Ay (n(t,.), ¢) lorsque h — 0 restreint aux événements
{Ct+h - Ct = O}, {Ct+h — Ct = 1} et {Ct+h — Ct 2 2}

On pose F; la filtration générée par la cellule marquée (x(s), V(s),s < t). Comme
¢ € CA(S), il existe c(p) > 0 tel que p(y,v) = 0siy < c(p) done

exp(V(t)) ‘

o(x(1), V(1)) @

< sup (|22 ) xplepunt) < sup(loty, o)) 222

(10)



— Sur ’événement {C;, — C; > 2} :
Par I'expression précédente et par le lemme, on obtient,

exp(V (1))
x(t)
exp(emaxt)

V()

|

1{Ct+h —Cy>2}

<E,|Z )| SR mal)
< [hsuplw(y V)| (o) LG 022}}

IN
SR

exp(emaxt)

su )| —————P(Coin —Cy >2) < h
y,fhp(y )‘ C((,D) ( t+h t )

— Sur ’événement {C;;, — C;, =0} :
On a marqué la méme cellule entre t et t+h donc le processus V' est constant

entre t et t-+h et donc Z2V ) st ¢oalement constant par la relation (7).
EEORE

N

On en déduit que

V(1)
Ay (so(x(t),V(t))W>| =

et

B (el VO

px(t+h), V(t) — e(x(®), V(1)) '

p(x(B)e"® V (1) — p(x (1), V() '

h
XOEVO = x(1) o (x()eV O, V(1)) — w(x()V(t))|

h X(B)e" @ — x(t)
% t th(t) —x t
O X0 up 0,00y v)
Y,v

(11)

th(t) -1 _

< o V(t)
D) | SOy, vle

<V ()" D" sup |9, 0(y, v)|eV®

o (12)

< 6max6€maach Sup |6y('0(y’ U) |€€mart
Yy,v

2emaxt

< sup [Dyp(y, v)|emaxe

y?v

Comme P,(Cy,p, — C; = 0) — 1, on obtient par convergence dominée que

B, |2An(p(x(t), V(1))

exp(V (1))

x(t)

Par la formule many-to-one, cette quantité vaut (n(t,dx,dv), xv0,p).

7

Licy p—ci=0} | —hs0 Eo [2010(x (1), V(1)) V (£) exp(

Vv

(1))]



— Sur ’événement {C;., — C; =1} :
On a x(t+h) = t) + £1(h) car la taille & la naissance de la cellule marquée

en t+h est la m01tle de la taille finale de la cellule marquée au temps t. On
obtient donc

e(x(t+h),V(t+h) = (%, V(t+ h)) + eo(h).

Enfin, exp(V(t + h)) = exp(V (t)) + e3(h) car V est continue. De plus, Vi, &;
est aléatoire mais |g;(h)| < €;(h) — 0 lorsque h — 0 ou €;(h) est déterministe
grace a (7) et (8). Or,

V(t+h) =7y, sur Pévénement {Cyop — C; = 1},

Il s’en suit que

B ottt + 0.V S oy

x(t
(V(t))
(t)
2exp(V(t))
(

)

2 exp

=E, lSO(X(t)/Z 7—th+1>

>
~

1{Ct+h_ct1}:| + 62(h)

~+

=E, {SO(X(t)/Z Tocy1)

1{Ct+h—Ct21}1 + 63(h)

=

ou €z(h), e3(h) — 0 lorsque h — 0.

On conditionne relativement a F; V Tue,+1 €6 on utilise le fait que {Cyp, — Cy >
1} et Tue,+1 sont indépendants pour pouvoir appliquer la premiere partie du
lemme. On en déduit

B [etudt+ 1. Vi) 22Dy ]
_E, [w (t)/2. ># <x<t>>h] T ealh)

_E, [ etz pve), ey 2220

. x(t)

avec e3(h) — 0 lorsque h — 0.
Finalement, en utilisant de nouveau le lemme en conditionnant on a :

B<x<t>>h] )

eVt

rAn(p(x (), V(t)))ml{ct+hct=1}]

T

eV

E,. —

o[ 2600200V (@).0) - o). V()



Par la formule many-to-one, cette quantité vaut

(n(t, dr, dv), / 2p(2/2, 0 )p(v, dv') — p(x, v)) B(z)) (14)

£

Et par un simple changement de variable, la quantité précédente vaut

(n(t, 2dx,dv),/430(x7v')p(v,dv/)B(2I)> — (n(t,dx,dv), p(z,v)B(x)) (15)

£

Pour conclure, comme

V(t)

. , e
O (n(t,dz,dv), p) = }lllir(l) Ap(n(t,dx,dv), o) = }lllir(l) ALE, [zo(x(t), V(1)) NO
' eV(t) ' eV(t)
= ,lllg%) Ey $Ah(90(X(t)’ V(t)))wl{cwrh*ot:o} + }lllir(l) E,; xAh((p(X(t)v V(O))Wl{ctwﬁct:l}
‘ eV(t)
+ }Lljf(l) E, [2An(o(x(t), V(t)))ml{cmfctzz}
= (nlt o) 7o) + 20, o), [ At /)ples ) B22)
— (n(t, dx,dv), o(z,v)B(x)) + 0.
(16)
D’ou le résultat [

2 Estimation statistique du taux de division

2.1 Deux schémas d’observation

Soit U,, C U un sous-ensemble de taille n de noeuds connectés tel que si u appar-
tient a U, alors son parent u~ aussi. On cherche un estimateur du taux de division
B qui serait une fonction y — B,(y) := Bu(y, (&u, Tu),u € U,) ot y €]0, +o0[. La
conclusion statistique est basée sur un schéma d’observation ((&,,7,),u € U,). On
s'intéresse particulierement a deux schémas d’observation.

1. Le cas de l’arbre total. On observe chaque paire (§,,7,) jusqu’a la N,, iéeme
génération de arbre. On prend dans ce casU,, = {u € U| |u] < N,} ou |u| =k
siu = (ug,us,...,ur) €U et N, est choisi de telle sorte que 2V soit de I'ordre
de n.



Arbre jusqu’a la 2eme génération

2. Le cas d’une branche de ’arbre. On s’intéresse aux n ancétres d’une cellule
le long d'une ligne fixée de descendants (ie une branche de I’arbre). Cela signifie
que pour un u € U tel que |u| = n, on observe les tailles a la naissance et les
taux de croissance des cellules (ug), (ug,u1) jusqu’a u = (ug, . .. uy,).

o110

Branche choisie aléatoirement

2.2 Estimation du taux de division

Soit y = (z,v) un élément de I'espace d’état S =]0, +oo[xE (taille a la naissance,
taux de croissance). On introduit le noyau de transition de la taille et du taux de
croissance (&,,7,) de la cellule u a sa naissance, étant donné la taille a la naissance
et le taux de croissance de son parent (,-,7,-) par

Pe(y, dy') :=P((Eu, 7u) € dY'|(§u T ) = ).

Théoréme 7. On a Pg(y,dy’) = Pp((z,v), 2, dv)dx’ oi

,PB((:E? U)? $,7 dv,) = B(Qx,) 1{36/2:1:/2} €exXp ( - /x %d8> p(’U, dU,) (17)

v /2 VS
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Démonstration. On a

P(d,- € dt|€y- = 2, Tu- = v) = B(* )exp < _/0 B(&, )d8>dt 18)

= B(zexp(vt)) exp ( - /Ot B(x exp(vs))ds) dt
On a alors
P(d,- > t|{,- = x,7,- =v) =1 —exp ( - /Ot B(z exp(vs))ds)

On utilise alors la relation (2) qui donne la taille a la naissance d’une cellule par
rapport aux parametres de son parent.

Comme la taille a la naissance de u est au moins la moitié¢ de la taille de la
naissance de u~, on se place sur I'événement {z' > x/2} :

1
P&, > 2|6 =2, 7p- =0) =P <§§u exp(Ty-dy-) > o[- = 2,7y = v)

1 21/
=P (du > —1In (i) |€u- =, Ty- = v)
Tu~ Su*

=1—exp ( — /Oiln(le) B(x exp(vs))ds)

”%(”S) pour obtenir

P&, > 2|&- = 2,70 =v) =1 —exp ( — /x, B<22)dz>

z/2 vz

On fait alors le changement de variable z =

d’ou

B(22' * B(2
P&, € d'|&y- = x,7y- =v) = (22 )1{35/290/2} exp ( — / ( S)ds> dr’  (19)

v’ /2 VS

On en déduit alors que Pg(y, dy') = Pp((z,v),2', dv")dx’ ou

7)3<(£C, U)’ 3;” dUI) _ B(ZZE’) 1{x/2m/2} exp ( — /I B<28> ds) p(U, dv’) (20)

v’ j2 VS

]

Proposition 8. Sous [’hypothése 1, si Pg admet une probabilité invariante vg de
la forme vp(dy) = vp(x,dv)dx alors on a

B(2x)

1
vp(r) = ——Ey, {7—1{5u_<2x,5u>x}} (21)

ou E,, désigne l’espérance sous la condition que (£, 1y) soit de loi vg et ot on a
posé vp(z) = [, vp(y,dv’).
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Démonstration. Soit 2’ €]0, 4o00],
Comme v est une probabilité invariante pour Pg, on a

ve(z', dv') :/PB((x,v),x’,dv’)uB(x,dv)d:r.
S

On utilise alors I'expression (17) , on obtient

B(2x “ B(2 dv’
VB(xl7 d’U’) = ( ’ ) / 1{m’2w/2} exXp ( - / ( S) ds) p(U;J ! >VB(5C: dv)dm
/2

! VS

exp / B(2s) ds> plu. dv') vp(z,dv)dx

vs v

2z’

B(2
(ss)ds = 00, On a

© B(2 s B(2s' s B(2s' o = B(2
/ (2s) exp (_/ ( S)d8/>d5: {-@(p(—/ ( S)dsl)} = exp (_/ ( S)d8>
! /
= VS 22 US 22 US , 22 US

T

Or par '’hypothese 1, comme f;;;

On a alors

ot /M//

B(2 5 B(2s dv’
1{m§2x’,32x’} 1()38) exp ( —/ Mds’)alsMyB(ac,alv)dx

22 U8 v

S B 2 / d !/
eXP / ( S)d5/>dSMVB($,dU)dx

2 vs v

— @ /3 /Ooo Liz<oar s>y Pr((2,0)s, dv’)ds%VB(x, dv)dx
On obtient le résultat en intégrant par rapport a dv’. O
Gréace a la relation (21) et par un changement de variable, on obtient
T vp(z/2)
2E

B(z) =
v5 [#1{@7 Sx,suzm}]

(22)

sous la condition que le dénominateur soit positif. On peut en déduire un estimateur
du taux de division en remplagant vg(y/2) et 'espérance au dénominateur par une
estimation empirique. Pour cela, on prend un noyau K : [0,400] — R* tel que

JS K(y)dy = 1 et on pose Kj(y) = (y/h) pour y € [0,4o00[ et h > 0. Notre
estimateur est défini par

B oz z ZuEUn h(§u — 2/2)
n(*) =31 1 C
v 2ouetty 7 (Mg, - <oguzarzy) V

(23)

ou C > 0 est un seuil qui assure que 'estimateur est bien défini dans tous les cas.
L’estimateur dépend donc du choix du noyau K, de la largeur de bande h et du seuil

C > 0.
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