Colles de la semaine du 30 avril au 4 mai 2018 — MPSI 4

Cours 1 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient G une famille génératrice finie de E et £ C G une
sous-famille de G. Il existe une base B de E telle que L C B C G.

Cours 2 Un sous-espace F' d’un espace vectoriel E de dimension finie est encore de dimension finie.
Cours 3 Relation de Grassman : dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Cours 4 Toute supplémentaire du noyau d’une application linéaire entre deux espaces de dimension finie est isomorphe
a 'image.

Cours 5 Tout sous-espace vectoriel de codimension m peut s’écrire comme ’intersection de m hyperplans.
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Exercice 1 Soit F un espace vectoriel de dimension n et F1,..., F} des sous-espaces de E. Monter que si Z dim F; >

i=1

k
n(k — 1) alors ﬂ F; # {0}.

i=1

Exercice 2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et v € Z(FE). Trouver une condition nécessaire et suffisante
sur u pour qu'il existe v € Z(F) tel que uov = 0 et u + v inversible.

Exercice 3 Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n, A et B deux sous-espaces de F de méme dimension
r. Montrer que A et B admettent un supplémentaire commun (ie. il existe un sous-espace vectoriel S de E tel que
A®S=B&®S=E).

Exercice 4 Soient F un espace vectoriel de dimension finie et f,g € Z(F) tels que
E=Kerf+Kerg=1Imf+Img.

Montrer que les deux sommes sont directes. Le résultat est-il encore vrai en dimension infinie ?

Exercice 5 Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et G un sous-espace de E. Montrer que ’ensemble
G={ue ZE,F), GCKeru} est un sous-espace de .Z(FE, F') et calculer sa dimension.

Exercice 6 Soient E un espace vectoriel de dimension fini et f € Z(E). Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Im f =Ker f;
2. f2=0cet il existe h € Z(F) tel que ho f + foh = Idg.
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