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Proposition 1

La fonction J0 : x 7→
+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2
x2n est bien définie sur R et est l’unique solution de l’équation différentielle

xy′′ + y′ + xy = 0 (E)

vérifiant J0(0) = 1. De plus, si f est solution de (E) sur ]0, a[ alors (f, J0) est libre si et seulement si f n’est pas bornée
au voisinage de 0.

B On commence par chercher une solution de (E) développable en série entière au voisinage de 0.

− Étape 1 : Analyse. Soit f une solution de (E) développable en série entière au voisinage de 0. Il existe (an)n∈N ∈ RN

et R > 0 tels que

∀x ∈]−R,R[, f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n.

Or, pour x ∈]−R,R[, on a

xf(x) =

+∞∑
n=1

an−1x
n,

f ′(x) =

+∞∑
n=1

nanx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n,

xf ′′(x) =

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−1 =

+∞∑
n=1

(n+ 1)nan+1x
n,

donc, comme f satisfait (E),

∀x ∈]−R,R[, a1 +

+∞∑
n=1

[
(n+ 1)2an+1 + an−1

]
xn = 0.

Par unicité du développement en série entière de x 7→ 0, on en déduit :{
a1 = 0
∀n ∈ N∗, (n+ 1)2an+1 = −an−1.

On en déduit par récurrence que ∀n ∈ N, a2n+1 = 0 et

a2n =
−a2(n−1)
(2n)2

=
a2(n−2)

(2n)2(2(n− 1))2
= · · · = (−1)na0

(2n)2(2(n− 1))2 · · · 22
=

(−1)na0
4n(n!)2

.

Ainsi,

∀x ∈]−R,R[, f(x) = a0

+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2
x2n.

− Étape 2 : Synthèse. Cette série entière a un rayon de convergence R =∞ d’après le critère de d’Alembert puisque

∀x ∈ R,
∣∣∣∣ (−1)n+14n(n!)2

4n+1(n+ 1)!2(−1)n
z2
∣∣∣∣ = z2

4(n+ 1)2
−−−−−→
n→+∞

0.

Alors, les calculs précédents assurent que f est solution de (E).
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Posons J0 : x ∈ R 7→
+∞∑
n=0

(−1)n

4n(n!)2
x2n. On a montré que J0 est l’unique solution de (E) développable en série entière au

voisinage de 0 valant 1 en 0.

Soit f une solution de (E) sur un intervalle ]0, a[.
− Étape 3 : condition nécessaire. Supposons que (f, J0) est une famille liée. Alors f est bornée au voisinage de 0.

− Étape 4 : condition suffisante. Supposons que (f, J0) est libre. Sur ]0, a[, (E) s’écrit

y′′ +
1

x
y′ + y = 0

donc, d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire, l’espace des solutions est de dimension 2. Ainsi, (f, J0) en est une
base, donc le wronskien w = f ′J0 − fJ ′0 ne s’annule pas. Or

∀x ∈]0, a[, w′(x) =
−w(x)

x

donc il existe C 6= 0 telle que ∀x ∈]0, a[, w(x) = C

x
.

Supposons par l’absurde que f est bornée au voisinage de 0. Alors, comme J0(x) −−−−→
x→0+

1 et J ′0(x) −−−−→
x→0+

0, l’égalité

∀x ∈]0, a[, f ′(x)J0(x)− f(x)J ′0(x) =
C

x

implique que f ′(x) ∼
x→0+

C

x
. Alors, d’après le théorème de sommation des équivalents, pour x0 ∈]0, a[,

f(x)− f(x0) =

ˆ x

x0

f ′(t)dt
ˆ

x→0+

x

x0

C

t
dt = C(lnx− lnx0)

donc f(x) ∼
x→0+

C lnx : absurde.

− Conclusion : J0 est bien l’unique solution de (E) vérifiant J0(0) = 1. �

David Michel − 2016-2017 2 ENS Rennes − Université Rennes 1


