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Premiére partie

Algébre et Géomeétrie

1 Algorithme de Berlekamp

V. BECk, J. MALICK, G. PEYRE, Objectif Agrégation, 2¢ édition, H&K. Théoréme 5.36 page 245

Recasage : 121, 122, 123, 141

Algorithme : On considére un polynoéme P € F,[X] sans facteur carré.
— On note Sp 'endomorphisme d’élévation a la puissance g dans ’anneau F,, [X]/(p) Calculer r = deg(P)—rg(S,—1d).

—Sir>1
* Calculer V' € F,[X] tel que V mod P n’est pas contant et V mod P € Ker(Sp —Id).
* Calculer pged(P,V — a) pour a € Fy.
* Appliquer l'algorithme aux pged(P,V — «) non triviaux.

— Sir =1, alors P est irréductible.

> Montrons qu’on obtient ainsi la décomposition en facteurs irréductibles de P € F,[X] sans facteur carré. Notons
P =P, --- P, avec Py,..., P, irréductibles deux & deux premiers entre eux.

— FEtape 1 : Calcul de r. D’aprés le théoréme chinois, on dispose d’un isomorphisme

@:FQ[X]/(p) — Ky x -+ x K,
ouVi € [1,r], K; = IFq[X]/(pZ.) est un corps. Posons Sp = ¢ o Sp oo™t Alors

Sp(@) = (¢~ (2))?) = (p(p~ (@) = a*

et
(1,...,2,) € Ker(Sp —1d) <= Vie[l,7], 2! =z, dans K,
—= Vie[l,r],z; eF, — K;.
En effet, les éléments de F, < K; sont ¢ racines du polynéme X¢— X sur K;. Comme K; est un corps et deg(X?—X) = q,

ce sont donc ses seules racines. N
Ainsi, Ker(Sp —1d) = F. Comme ¢ est un isomorphisme, Ker(Sp — Id) = p(Ker(Sp —1d)) et

dim Ker(Sp — Id) = dim Ker(g;a —Id)=r.

— Etape 2 : Factorisation de P. On suppose que r > 1. La droite vectorielle F, - 1 de F, [X]/(p)) étant de dimension 1

et Ker(Sp —Id) étant de dimension r > 1, on peut trouver V € F,[X] tel que (V mod P) € Ker(Sp —1d) et (V mod P)
n’est pas contant. Or

(V mod P) € Ker(Sp —1d) — Vi e [1,r], (V mod P;) € F,.

Notons alors a; = (V mod B;) € F,, Vi € [1,7].

Montrons que P = H pged(P,V — ). Comme pged(P,V — «) divise P, on peut écrire pged(P,V —«a) = P, - P;,
ack,

avec i1, ...,1i € [1,r]. Or les polynomes P;,, ..., P,

5. sont deux a deux premiers entre eux donc ils divisent tous V' —a. Or

PV -« <~— V —-—a=0mod P; — a=q
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donc pged(P,V — a) = H P;. Alors,

Q=

P:ﬁPi: H <H a) = H pgcd(P,V — o).

i=1 acF, \a;=«a ack,

— FEtape 3 : L’algorithme se termine. A partir de cette décomposition de P, on applique I’algorithme aux pged(P,V —a)
distincts de 1. Montrons que le nombre de leurs facteurs irréductibles est strictement inférieur & ». Comme V mod P n’est
pas constant, il existe 4, j tels que o; # ;. Alors pged(P,V — ;) = H Py, et pged(P,V — o) = H sont distincts

Q=0 Q=0
et ont donc strictement moins que r facteurs irréductibles. O
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2 Décomposition de Dunford

X. GOURDON, Les maths en téte : Algeébre, 2° édition, Ellipses. Théoréme 1 page 175, proposition 1 page 194, théoréme
3 page 195

Recasage : 153, 154, 157

Lemme 2.1
Soient f € Z(E) et P € K[X]. Notons P = P, --- Ps avec Py, ..., Ps premiers entre eux deux a deux, pour tout i,
E; = Ker(P;(f)). Alors, Ker P(f) = E1®- - - @ E, et, pour tout i, le projecteur de la somme directe sur E; parallélement
a @Ej est un polynéme en f.

j#i

> Montrons le résultat par récurrence sur s > 2.
— s =2. Comme P; et P, sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe Uy, Uz € K[X] tels que

U1P1 + U2P2 =1.

En particulier,

VeeE,  Ui(f)o Pi(f)(x) + Us(f) o Po(f)(2) = . (%)

* Soit € E1NEy. D’aprés (x), on a donc = 0. Ainsi, E; et F3 sont en somme directe. Notons py : E1®FEy — Ey
et po 1 Fh & FEy — FE5 les projecteurs associés.

* Soit z € Ker P(f). On a
Po()(UL(f) e Ao(f)(@)) = Ur(f) o P(f)(x) = O
et, de méme, Py (f)(Us(f) o Py(f))(z) = 0 donc Ker P(f) C E, & Es.
* Soit x = py(z) + p2(x) € Fy @ Es. Alors
P(f)(x) = Pa(f) o Po(f)(p1(2)) + Po(f) o Po(f)(p2(x)) = 0.
Ainsi, E1 & Ey C Ker P(§).

On a donc montré que
Ker P(f) = E1 D Eg

ainsi que, grace a (x) et x2, p1 = Ua2(f) o P2(f) et p2 = Ui(f) o Pi(f).

—s—>s+1.81 P =P - PsPs4q avec Pi,...,Ps;1 premiers entre eux deux a deux. En posant Q1 = P --- P et
Q2 = Ps11, 0on P = Q10Q2 avec Q1 et (Q2 premiers entre eux. D’apreés le cas précédent, et par hypothése de récurrence,

KEI'P(f) = (El EB"'@ES)@E5+1

s+1
et, pour tout ¢ € [1,s+ 1], si ZUk H Pj=1.
k=1 j#k

El@"'@ES+1 — Ez

pi: z = (TNO]IP) ] (@)
i
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Théoréme 2.2

Soit f € Z(FE) tel que x¢ est scindé. Il existe un unique couple (d,n) € Z(E)? tel que :
(i) d est diagonalisable et n est nilpotent,
(i) f=d+netdon=nod.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

S
> — FEtape 1 : Ezistence. Notons x5 = (=1)" | [ (X — X\))™ et, pour tout i, N; = Ker(f — A\;Idg)™. Avec les notations
=1 <
du lemme, on dispose d’une famille de projecteurs p; = P;(f) sur N; parallélement a @ N;. Posons alors d = Z Aip; et
i i=1
S
n=f—d= Z(f — \Idg)p;. Par construction, d est diagonalisable et
i=1

S

VpeN, P =) (f—AIdp)p:.
i=1

Or, pour p = maxm,;, on a
(f = Aildg)Ppi = [(X = M)PP(f) =0

car X f|(X — A;)PP;. Donc n? = 0. Comme les p; sont des polynoémes en f, d et n également. En particulier, ils commutent.
— Etape 2 : Unicité. Soit (d',n’) € Z(E)? vérifiant (i) et (ii). d’ et n’ commutent donc ils commutent avec d’ +n' = f.

Or d et n sont des polynémes en f. Donc d,n,d’,n’ commutent. Alors, d et d’ sont diagonalisables dans une méme base,
donc d — d’ est diagonalisable. Or d — d’ = n’ — n est nilpotent. Doncd —d' =n' —n=04ie.d=d et n =n'. O
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3 Ellipsoide de John-Loewner

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Exercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 3, 2¢ édition, Cassini.
Exercice 3.37 page 229

Recasage : 152, 160, 170, 171, 203, 219, 253.

Théoréme 3.1

Soit K un compact d’intérieur non vide de R"™. Il existe un unique ellipsoide centré en 0 de volume minimal contenant
K.

> — Etape 1 : Calcul du volume d’un ellipsoide. Un ellipsoide a pour équation ¢(z) <1 ot g € QT (}). Pour ¢ € Q"
on note donc &, = {x € R", ¢(x) < 1}. En considérant une base B orthonormée telle que

n
Vr € R, q(x) = Zaixf,
i=1

par changement de base orthonormée, on obtient

Vol(&,) = / dA\,(z) = / dxzy - - - day,.
q(z)<1 a1z 4 tanr2 <1

R* — R"
Soit ¢ : 1 Tp un C'-diffeomorphisme. Par la formule du changement de variables, on a :
(.’I;l,...,l‘n) \/TT,...7 7
1
Vol(&,) = / dzy---dz, = —— dzy---dz,.
o({ll=zll,<}1) Var: - On Jz||,<1

En notant D(q) = det(q) = /a1 - - - a,, (indépendant de la base orthonormée) et Vy = Vol({||z||, < 1}), on a donc

Vo
D(q)

On va donc montrer qu'il existe une unique forme quadratique ¢ € Q" maximisant D(q) avec Vx € K, q(z) < 1.

Vol(&,) =

— FEtape 2 : Erxistence. On munit Q de la norme

N:geQwr ”81”11)1 ()]

et on définit ’ensemble
A={ge Q" vae K ql) <1},

* A est non vide. En effet, comme K est compact, il existe M > 0 tel que Vo € K, ||z|| < M. Alors, en définissant

2
q par gq(x) = ‘L\?L ,on a bien q € A.

* A est fermé. En effet, si (¢,) € A" converge vers ¢ € Q, alors, comme
VneNVeeR",  q(z) - ga(@)] < N(g— gn) ||

on aVz € R", ¢, (x) P q(z). On en déduit que q € A.
n—-+4oo

* A est borné. En effet, K est d’intérieur non vide donc il existe a € K et r > 0 tels que B(a,r) C K. Soit g € A.
Si||z|| <r,onaa+x € K donc g(a+ z) <1 et donc, par l'inégalité de Minkowski (¢ € Q1), on a :

Val) = Vala+z—a) < Vala+2) + va(-a) <2
——

q(a)

1. On note Q,Q1, Q1T I'ensemble des formes quadratiques sur R™, respectivement des formes quadratiques positives, respectivement des
formes quadratiques définies positives.
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donc ¢(z) < 4. Alors, si ||z|| < 1,on a:

1 4
r) = —5q(rr) < —
) = ~galra) <
donc N(q) < -
onc —.
9) < 3
Ainsi, A est un compact non vide. Comme D est continue, elle y atteint un maximum en ¢y € A. Comme D (x — ||]w||2 ) >

0, on a D(gg) > 0 donc gy € Q™.

FEtape 8 : Unicité. A est convexe donc si ¢ € A alors 4+ € A. Supposons que D(q) = D(qg). Alors ¢ € QT et par

stricte log-concavité de det sur Q*, on a

D(q+q0) VD(9)v/D(a0) = D(go)

donc il y a égalité dans cette inégalité, donc ¢ = ¢q. O
Lemme 3.2

Soient A, B € ST (R) et a, 8 € [0,1] tels que a + 3 = 1. Alors

det(aA + BB) > (det A)*(det B)”

avec égalité si et seulement si A = B ou aff = 0.

> — Etape 1 : Pseudo-réduction simultanée. A est définie positive donc elle définit un produit scalaire, noté (-, -). Alors,
B définit une forme quadratique qui peut s’écrire x — (x, f(x)) ou f = f*. Il existe alors une base orthonormée B pour
(-,-) telle que D = Matg(f) est diagonale réelle. En notant @ la matrice de passage de la base canonique & B, on a

'QAQ =1, et ‘QBQ = D.
En notant P=Q !, ona A="'PP et B="'PBP.
— Etape 2 : Conclusion On a
(det A)*(det B)? = (det P)?***2%(det D)? = (det P)*(det D)”

det(aA 4 BB) = (det P)? det(al,, + 3D)
donc il suffit de montrer que det(al, + D) > (det D)? c’est-a-dire que

ﬁ(a+m <HA>

i=1

ott D = diag(\1,...,\,). En prenant le log', cela équivaut a

zn:ln(a + B\) > an:ln i
i=1 =1

Or In(a+ BA;) > alnl+ BlnA; = fln A; par concavité de In, d’ou le résultat en sommant.

Si « €]0,1] et A # B, alors un des \; est différent de 1 donc une des inégalité ci-dessus est stricte, donc U'inégalité est
stricte. 0

1. Les \; sont strictement positifs car f défini positif.
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4 Equation de Pell-Fermat

P. CALDERO, J. GERMONI, Histoires hédonistes de groupes et de géométries, Tome second, Calvage & Mounet. Pro-
position 1.5 page 388.

Recasage : 126.

Théoréme 4.1

Soit d > 2 sans facteur carré et soit ¢ I’hyperbole ayant pour équation X? — dY? = 1 dans le repére OXY du plan
R%. Soit My = (1,0). On admet qu’il existe M, = (X1,Y;) € # avec X1,Y1 € N* et Y; aussi petit que possible.
Alors, I'ensemble des points entiers de la branche de 5 qui contient My est le groupe engendré par M. L’ensemble
des points entiers de s forme un sous-groupe isomorphe a Z/27 x Z.

> — Etape 1 : coordonnées de la loi de groupe. Soit ¢ : M € # + My x M. Calculons les coordonnées de o(M). Pour
cela, on change de repére en posant :
{ z=X+Vdy

y:X—\/gY

de sorte que (x,y) € # < xzy = 1. Dans le repére Oxy, My a pour coordonnées (1, 1) et notons (x1,y1) les coordonnées
de M;. Si M € S a pour coordonnées (x,y) dans Ozy, alors ¢(M) a pour coordonnées (z1z,y1y). En effet, la droite
A, v a pour équation dans Oxy :

Yy—u
I m
r — T

g—1= 1).
Ainsi, les coordonnées (Z, 3) de (M) dans Oxy doivent satisfaire cette équation ainsi que Zj = 1. On en déduit le résultat.
Un calcul montre que dans le repére OXY', le point (M) a pour équation (XX; +dYY;, XY + XY7).

— Etape 2 : sous-groupe et définition d’un ordre. Notons 7% la branche de I’hyperbole contenant My. On a (z,y) €
) < xy =1 et > 0. Alors, le calcul de coordonnées effectué pour ¢ montre que 4 est un sous-groupe de (7, ), de
méme que % N Z?. De plus, la projection (z,y) € JB +— x € R est bijective donc on peut transporter I'ordre de R’} &
). Remarquons que l'ordre peut se lire dans le repére Ozy sur la coordonnée z et dans le repére OXY sur la coordonnée
Y en vertu de la relation 2 = /1 + dY?2 + VdY (cette fonction de Y étant strictement croissante). Comme 21 > 1, ¢ est
strictement croissante.

— Etape 3 : 4 N7Z? est engendré par M,. Pour n € Z, notons M, = M} = ¢"(M;) = (X,,,Y,) dans OXY. Par
définition de My, on a M_q = (X1, —Y1) et, par récurrence, Y_,, = =Y, Vn € N.

Comme ¢ est strictement croissante et Vn € Z, M, 11 = (M), la suite (M, )nez est strictement croissante. De plus,
comme Vn € N, X;, >1letY; >1,0onaY,1 >Y, VneZ. Comme (V,)neny C N, on en déduit que Y, — Fo00.

Soit alors M = (X,Y) un point entier de 5. D’aprés ce qui précéde, il existe n € Z tel que Y,, <Y < Y,41. Soit
M’ = M_,, x M. Comme ¢ est strictement croissante, ¢~ " l'est également donc My < M’ < M;. Comme on a supposé
que M, était solution minimale de I’équation de Pell-Fermat, M’ = My et M = M,,. Ainsi, 5% N 7? = (My).

— FEtape 4 : Ensemble des points entiers de 5. La réflexion (X,Y) + (—X,Y) échange les branches et préserve Z>
donc s N7 = {(£X,,Y,), n € Z}. On vérifie alors que I"application :

{f1}x2Z — #nNZ?
(e,n) = (£Xn,Yn)
est un isomorphisme (loi produit pour le premier groupe). O
Corollaire 4.2

Soit d > 2 sans facteur carré. Il existe une solution fondamentale (X1,Y1), coordonnée de x1 = X1 + VdY; dans Z[\/&],

de D’équation de Pell-Fermat X? — dY? = 1 telle que I'ensemble des solutions soit les coordonnées dans Z[\/&] de
{£azT, neZ}.

Corollaire 4.3

Soit d > 2 sans facteur carré tel que —1 ne soit pas un carré modulo d. Alors Z[Nd]* ~ 7 x 7/2Z.

> Dans ce cas, un élément est inversible si et seulement si sa norme X2 —dY? est égale a 1 : équation de Pell-Fermat. [0

David MicHEL — 2016-2017 9 ENS Rennes — Université Rennes 1



5 Etude de O(p,q)

P. CALDERO, J. GERMONI, Histoires hédonistes de groupes et de géométries, Tome premier, Calvage & Mounet. Pro-
position A.2 page 211.

Recasage : 156, 158, 170, 171.

Théoréme 5.1

Soient p,q # 0. On a un homéomorphisme

O(p,q) ~ O(p) x O(q) x RP.

> — Etape 1 : Application de la décomposition polaire. Soit M € O(p,q). Soit (0,8) € O(n) x STT(R) (n=p+q) la
décomposition polaire de M. Montrons que O, S € O(p, q).

Posons T' = ‘MM = S%. Comme M € O(p,q), on a MI,,'M = I,, donc 'M~'I, M~ = 1I,, dou "M~ € O(p,q).
On en déduit que ‘M € O(p,q). Ainsi, S*> = T € O(p,q). Comme T € ST (R) et exp : S,(R) — S;7T(R) réalise un
homémorphisme, il existe U € S,,(R) tel que T = exp(U). Alors,

T € O(p,q) T1,,'T=1,,
tr = I;;T‘llm

¢ exp (U) = I;,; eXP(*U)Ip,q

exp (*U) = exp (—Ip_’;UIp,q)

[

U="U=-L,Ul,

exp bijective

U _ U
t exp (2> = Ip,; exp (2) I, 4

2
d’ou exp <(2]) € O(p,q). Or exp <(2]) € ST(R) et exp <(2]> = T donc, par unicité de la racine carrée dans S, (R), on

= Ul g+ 14U =0

U U
= > I, 4+ I”’qi =0
—

a S =exp <g € O(p, q). On en déduit que O € O(p, q).

Ainsi, la décomposition polaire induit ’homéomorphisme

O(p,q) ~ (O(n) NO(p,q)) x (S;F7(R) N O(p, q)).

— Etape 2 : Etude de O(n) N O(p, q). Soit O € O(n) N O(p, q). Ecrivons O = <§ g) € Mpigptq(R). Alors
'"AA—'BB =1, '"AA+ BB = I,
‘AC—'BD =0 ‘AC+'BD =0
OEO(n)ﬂO(p,q) — tCA_tDBZO et tCA+tDB:0
t‘cC -'DD = -1, ‘cC+'DD =1,
B=C=0
= A€ O(p)
D € O(q)

Ainsi, O(n) N O(p,q) = {(61 g) ,AeO(p), D € 0((1)} ~ O(p) x O(q).
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— Etape 8 : Etude de S,,(R) N O(p,q). Posons
L={MeM,R), MI, ;+ I, M = 0}.

On a vu précédemment que exp réalise un homéomorphisme L N S, (R) ~ O(p,q) N ST (R). Soit S € L N S,(R),
S = (A B) Alors
~\'B D)
Sl g+ 1psS=0 = A=D=0

donc LN S, (R) = {(t(])g ?) , B e Mp,q(R)} ~ RPY,

— Conclusion. On a montré que

O(p,q) ~ O(p) x O(q) x R,
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1+12v19
2

6 FEtude de ’anneau Z

D. PERRIN, Cours d’Algéebre, Ellipses. Paragraphe I1.5 page 53
Recasage : 122
Théoréme 6.1

L’anneau A =7 est principal et non-euclidien.

1+ i\/19]
2

> — Etape 1 : Détermination des inversibles de A. Notons a = . Comme a+a@ = let a@ =5, onaa’—a+5=0

1419
2
donc
A={a+ba, (a,b) € Z*}

est un sous-anneau de C. Il est donc intégre. De plus, A est stable par conjugaison car @ = 1 — «. Définissons sur A la
norme N par

2
1
Ya,b € Z, N(a+ba) = (a + ba)a + ba = a® + ab + 5b* = (a—i—;)) +Zgb220.

On en déduit que Vz € A, N(z) € N et N(z) = 0 si et seulement si z = 0. Alors, si z € AX, ona 1 = N(227}) =
N(2)N (271, ce qui impose N(z) = 1. En notant z = a + ba avec a,b € Z,

b\> 19 ,
(a—l—2> +Zb =1
~—
>1

donc b =0 et a = +1. Ainsi, A* = {£1}.

— FEtape 2 : A n’est pas euclidien. Si A est euclidien, alors il existe € A\A* tel que la restriction de la projection
canonique A — A/(x) a A U {0} est surjective. Mais alors, A/(x) est un corps & deux ou trois éléments. On a donc un

morphisme d’anneaux 7 : A — K surjectif, avec K = Fy ou K = F3. En particulier, § = 7(a) vérifie 32 — 8+ 5 = 0 dans
K. Or on vérifie & la main que cette équation n’a pas de solution. Donc A n’est pas euclidien.

— Etape 3 : Pseudo-division euclidienne. Montrons que pour a,b € A\{0}, il existe ¢, € A tel que N(r) < N(b) et

a=bg+r ou 2a =bq+r.

Notonsx:%z%zu—!—vaavecu,ve(@,etn:\_vJ.
2
* ler cas:v%}n—k 3,n—|—3[. Soient s et t les entiers les plus proches, respectivement, de u et v. On a alors
s—ul<y et fi-v <y
s—ul <3 e v_3
donc, en posant ¢ = s+ ta € A on a
1 1 5 35
N(z —q) = (s —u)? —u)(t — S5t—v< -+ +-=—<1
(r=a) = (s —wP+ (s —w)(t =) +5(t— 0 < g+ o+ 5 = o

donc avec r = a — bqg = b(z — ¢) on a bien N(r) < N(b).

1 2 2 1
*x 2% cas: v € [nJr g,n + 3] alors 2v € [2n+ g,Zn + 1+ 3 donc D’entier le plus proche de 2v est t = 2n + 1 et

[t — 20| < 3 et on conclut comme au cas précédent.

— Etape 4 : (2) est un idéal maximal de A. On a A ~ Z[X]/(X2 — X +5) donc le théoréme d’isomorphisme montre
que

Af2) > ZIX] /2, x2 — x +5) = Fa2[X]/(x2 — X + 5)-
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Or X2 — X +5 est de degré 2 et n’a pas de racine dans Fy donc A/(Q) est un corps, donc (2) est un idéal maximal.

— FEtape 5 : A est principal. Soit I # {0} un idéal de A. Soit a € I\{0} tel que N(a) est minimal. Si I # (a), soit

x € I\(a). On effectue la pseudo-division euclidienne de x par a :
*si x = aq+r avec N(r) < N(a) alors, comme r € I, on a z € (a) : absurde.

Donc 2z = aq+r avec N(r) < N(a) et, de méme, r = 0 donc 2z = aq. Comme (2) est maximal, donc premier, a € (2) ou
q € (2). Si g € (2) on aurait ¢ = 2¢’ et donc z € (a) absurde. Donc ¢ & (2) et a = 2a/, donc x = a’q € (a). 1l suffit alors
de montrer que a’ € I, ce qui contredira la minimalité de N(a). Comme ¢ & (2) et (2) est maximal, on a (2,¢q) = A donc
il existe u,v € A tels que 2u + qv = 1. Donc @’ = 2ud’ + qua’ = ua +vx € (I).

Ainsi, I = (a) et A est principal. O
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7 Formule de Poisson pour les groupes abéliens finis

G. PEYRE, L’algébre discréte de la transformée de Fourier, Ellipses. Théoréme 3.2 page 44.
Recasage : 110.

Théoréme 7.1
Soient G un groupe abélien fini et H C G un sous-groupe. Pour f : G — C on a :

VgeG, > flgh Zf
IGI

heH xXEH!

oit f : G — C est la transformée de Fourier de f et Hf = {x € G, x(H) = {1}}.

> Soit S un systéme de représentants de G/ dans G. On note gH 'image de g € S dans G/py. Posons

G — C

g = Y fgh).

heH
Pour g € S et ¢’ € gH, disons g’ = gh/ avec h’ € H, on a :
=D flah'h) =) flgh) =
heH heH

car h € H s h'h € H est bijective. On peut donc quotienter et définir

Glg — C

FioogH = ) fgh).
heH

Décomposons F' en série de Fourier :
Vge S,  F(gH)= Y (F,x)x(gH)
xeG/E

ou

(F,x) = ‘G/|Z |H|Zz.fgh gH

gES heH X(th)
Or (g,h) € S x H +— gh € G est bijective et
Gly — H
@ . G — C
X g e x(gH)
est un isomorphisme de groupes donc
_ H] H| >——
F,x flg = =/ (elx
= Ta1 2 (00000 = 1 7Ge00)
" ) ]
vgeS,  FloH) =17 > Fe()e(x)(g) = 1@ 2 J0x():
xGG/H xEH?
On en déduit bien ]
VgeG, > flgh)= @l (0)x(9)
heH XEHH
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Remarque : Cela semble étre utile dans le cas G = IF";C et trouver des applications en codes correcteurs. . .

On a utilisé le lemme suivant.
Lemme 7.2

CT/;I L
©: . G = C est un isomorphisme de groupes.
— :
X X g = x(gH)

> — @ est bien défini :sih € H et x € (7/?{ alors X(h) = x(H) =1 donc ¢ (5/;[) C H*.
— ¢ est un morphisme de groupes : si x, ' € CT/E alors
Vge G, oO)9) =xx'(9H) = x(9H)X'(¢H) = £(x)(9)#(x")(9)-

—  est injective : si p(x) = lg—¢ alors x = 16/ —c-

— ¢ est surjective : si Y € H? alors H C Ker ¥ donc on peut quotienter et définir x(gH) = X(g) et on a bien x € G/g.
Ainsi, ¢ est un isomorphisme de groupes. O
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8 Groupe simple d’ordre 60

I. NOURDIN, Agrégation de mathématiques épreuve orale, 2° édition, Dunod. Proposition 2.19.28 page 236.
Recasage : 101, 103, 105, 190.

Théoréme 8.1

Soit G un groupe fini simple d’ordre 60. Alors G ~ .

> L’idée est de trouver un ensemble de cardinal 5 sur lequel on fera agir fidélement G. On va montrer qu’on peut
considérer I'ensemble des 2-Sylow de G.

— FEtape 1 : Premicéres applications du théoréeme de Sylow. On a 60 = 2% x 3 x 5. Notons np le nombre de p-Sylow de
G, pour p € {2,3,5}. D’aprés le théoréme de Sylow, on a :

{n251[2] {ngzug} {n551[5]

7’LQ|15 7’L3|20 n5|12

On en déduit que ns € {1,6}. Si n5 = 1 alors I'unique 5-Sylow de G est distingué, ce qui contredit la simplicité de G.
Donc ns = 6.

De méme, on a ng € {4,10}. Supposons par absurde que ng = 4. Alors, d’aprés le théoréme de Sylow, G agit
transitivement par conjugaison sur I’ensemble des 3-Sylow qui est de cardinal 4 donc il existe un morphisme non trivial
p: G —= &4 Comme G # Kerp < G et G est simple, on en déduit que p est injectif, done |G| < |S4| = 24 : absurde. Donc
ng = 10.

De méme, ny € {5,15}.

— FEtape 2 : Montrons que no = 5. Supposons par absurde que ny = 15. Soient S; # So des 2-Sylow (d’ordre 4).
Montrons que S; N Sy = {1}. On procéde a nouveau par 'absurde en supposant |S; N Sy > 1. Alors |S; NSy = 2 et
S1 NSy = {1,u}. Notons H = (S7,55). D’aprés le théoréme de Lagrange, |H| |60 et 4| |H|. Comme |H| > 4, on a donc
|H| € {12,20,60}.

* Supposons |H| = 60, ie H = G. Comme S; et Sz sont d’ordre 4, ils sont abéliens donc S; U Sy C Cg(u) =
{9 € G, gu = ug}, le centralisateur de u. Donc G = (S1 U S3) C Cg(u) C G donc u € Z(G). Or Z(G) est un sous-groupe
normal de G donc Z(G) = {1} ou G. Comme un groupe abélien d’ordre 60 n’est pas simple, on en déduit que Z(G) = {1} :
contradiction.

* Supposons |H| = 20. Alors, d’aprés le théoréme de Sylow, H a un unique 5-Sylow Hj qui est donc distingué dans
H. On en déduit que H est un sous-groupe du normalisateur Ng(Hs). Or, si 'on considére action de G par conjugaison

sur ses 5-Sylow, on a :
ns = |Qu, | =[G : No(Hs)]

d’ou o
|Na(Hs)| = 6] =10<20 = |H| contradiction.
ns
x Donc |H| = 12. Notons nj (resp. n4) le nombre de 2-Sylow (resp 3-Sylow) de H. D’aprés le théoréme de Sylow,
ona:

{n’zzl[2] {ngzl[S]

n5|3 ny|4

Or S1,85 C H donc ny = 3. Soit S5 le troisiéme 2-Sylow de H. Comme u € Z(H) et S; et S3 sont conjugués dans H, on
a u € S3. On peut donc conclure qu'il y a |S; U Sy U S3\{1} = 7 éléments d’ordre 2 ou 4 dans H. Comptons le nombre
d’éléments d’ordre 3.

Si n% = 1, notons H3 1'unique 3-Sylow de H, qui est donc normal dans H. Alors, comme précédemment, H < Ng(H3)
et

G
|Ng(H3)| = 1G] =6<12=|H| contradiction.
ng

Donc njy = 4. Or, comme les groupes d’ordre 3 sont engendrés par tout élément distinct du neutre, les intersections des
3-Sylow sont réduites a {1}. On en déduit qu'’il y a 8 éléments d’ordre 3 dans H. On a donc trouvé 1 +7+8 = 16 > 12
éléments dans H : contradiction.

Ainsi, S1 NSy = {1} donc il y a 3 x 15 = 45 éléments d’ordre 2 ou 4. Comme G a 10 3-Sylow, il a 20 éléments d’ordre
3 : absurde. Donc ny = 5.
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—Etape 3 : conclusion. Ainsi, ny = 5. Faisons agir transitivement G sur 'ensemble des 2-Sylow par conjugaison :

p: G — G5. Cette action est non triviale et G est simple, donc p est fidéle. G est donc isomorphe a un sous-groupe

d’indice |605|| = 2. C’est donc 5. O

Remarque : 2, est le seul sous-groupe d’indice 2 de &,,. En effet, soit H un sous-groupe d’indice 2 de &,,. Alors H est
distingué. Soit 7 : &,, — &,/ la projection canonique. L’application 7 est un morphisme non trivial de &,, sur {1}
donc m =€ et H=Kerm = Kere = 2,. En effet, 7 est déterminé par les images des transpositions (qui engendrent &,,).
Or les transpositions sont toutes conjuguées. Comme 7 n’est pas trivial, (transposition)=—1 donc 7 = €.
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9 Invariants de similitude

X. GOURDON, Les maths en téte : Algébre, 2¢ édition, Ellipses. Théoréme 1 page 290.
Recasage : 150, 151, 153, 154, 159.

Théoréme 9.1

Soient FE un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E). 1l existe une unique famille (Py, ..., P.) de polynémes
unitaires telle que Py|...|P; et une famille de sous-espaces vectoriels E1, ..., E, de E stables par u telles que E =
E,® - -®E, et pour tout 1 <1i <r, ug, est cyclique de polynéme minimal F;.

> On admet le résultat suivant.
Lemme 9.2

Soit u € Z(E). Il existe x € E tel que my ; = Ty, OU Ty, 4 st le générateur unitaire de I'idéal { P € K[X], P(u)(z) = 0}.

Existence : Soient F un K-espace vectoriel de dimension n et v € Z(E). Soit x € E tel que m, , = m,. Alors, le

sous-espace vectoriel ‘
F = Vect{u'(z), i € N} = Vect(z, u(x),...,u? " (2)),

ou d = degm,, est stable par u et up est cyclique de polynéme minimal 7.
Montrons que F' admet un sous-espace vectoriel stable. On procéde par dualité en considérant ¢ € E* telle que
@(u'(x)) = d; 4_1 et en posant
® = Vect{"u'(p), i € N}.

Montrons que G = ®° = {y € E, Vi) € ®, ¥(y) = 0} est un supplémentaire stable de F.
* GG est stable par u car si y € G, pour tout ¥ € @,

W(u(y)) ="u($)y =0
=

donc u(y) € G.
* FNG = {0} car siy € FNG, on peut écrire y = agx + - - + ag_1u? " (z) de sorte que 0 = p(y) = ag_, puis,
0 ="‘u(p)y = ag_o = 0 et, par récurrence, o;; = 0 pour tout 0 <i < d — 1.
* Il suffit donc de montrer que dim F' + dim G = n. Comme dim G = dim EF — dim ®, il suffit de montrer que
dim ® = dim F'.
De l'égalitée F NG = {0}, on déduit dim F + dimG = dim(F + G) < n d’ott dim® > dim F. De plus, si i € N,
b (p) = p(u'), donc la famille (p, ‘u(p), ..., ‘u?(p)) engendre ® et diim ® < d = dim F (par définition de 7, ). Ainsi,
dim ® = dim F.

On conclut par récurrence sur la dimension de E.

Unicité : Supposons par 'absurde que Q1, ..., Qs soit une autre famille de polynomes telle que Q;| ... Q1 et telle qu’il
existe F1,..., Fy des sous-espaces stables par u tels que £ = F; @ --- ® Fy et up, est cyclique de polyndéme minimal @);.
On a P, = @, = m, donc on peut considérer i = min{i € N, P, # Q;}. On a

Pi(u)(E) = @ Pi(u)(E;) = @D P(u)(E;))
j=1

j<i
et

Pi(w)(B) = @D Pi(w)(F).

Pour j < i, ug, et up, sont cycliques de polynéme minimal P; = @); donc semblables a la matrice compagnon Cp,. On en
déduit que dim P;(u)(E;) = dim P;(u)(F;). Alors, en comparant les dimensions dans les égalités précédentes, on obtient
Vi < j <s, Pi(u)(F;) = 0. Ainsi, pour j = i, Q;|P;. Par symétrie, on en déduit que P; = @Q; : absurde.

0
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10 Lemme de Dedekind et application

S. FraNcINOU, H. GIANELLA, Ezercices pour l’agrégation, Algébre 1, Masson. Exercice B.4 page 243.

Recasage : 125, 151, 162.

Lemme 10.1 (Dedekind)

Soient K, L deux corps. Soient f1, ..., fn : K — L des morphismes de corps distincts. Alors f1,. .., f, sont linéairement
indépendants sur L.

> Supposons par 'absurde que la famille (f1, ..., f,) est liée. Parmi ’ensemble non vide des combinaisons linéaires nulles
non triviales, on en choisit une de taille minimale, que I'on écrit, quitte a réordonner les f; :

arfi+-+apfr =0 (1)
avec ajy,...,ar € L*. Comme f1 # f, il existe z € K tel que fi(2) # fr(z). Alors,
Vo € K, a1 fi(zz) + -+ apfr(zz) =0

d’ou
arfi(z)fi+ -+ anfu(z) fu = 0. (2)
L’opération (2) — f1(z) x (1) donne :

az(fa(2) = () f2 + -+ ax(f(2) = f1(2)) fe = O

qui est une relation de liaison non triviale puisque fi(z) # f1(z), ce qui contredit la minimalité de k. O

Théoréme 10.2

Soient K un corps et G un groupe fini d’automorphismes de K. Notons K¢ = {z € K, Vg € G, g(x) = x}. Alors K¢
est un sous-corps de K et [K : K¢ = |G].

> Notons n = |G| et g1 =e,ga,...,9g, les éléments de G.
— Ftape 1 : Supposons par U'absurde que [K : KG] < n. Soit alors 1,...,2, (p < n) une base de K en tant que
KC-espace vectoriel. Considérons I’application linéaire f : K™ — KP ayant pour matrice dans les bases canoniques :

(9(z:))1<i<p. Comme p < n, d’aprés le théoréme du rang, Ker f # (0) donc il existe z1,...,2, € K\{(0,...,0)} tels que
1<5j<n

V1 <i<p, z191(x;) + -+ zZngn(x;) = 0.

p
Soit a € K. Il existe A1,..., A, € K% tels que a = Z Aix;. Alors,

i=1
n n P
D ozgila) = Y 2> gi(M)g;(w)
j=1 j=1 =1
p n
= A gi(xz;) | =0.
NeKG 4 i szg](xl)
i=1 j=1
=0
Ainsi, z191 + -+ + 2ngn = Ox ce qui contredit le lemme de Dedekind.
— Etape 2 : Supposons par Uabsurde qu’il existe x1,...,Tn41 n+ 1 éléments de K linéairement indépendants sur K¢,
Pour 1 <i <n+ 1, posons
g1(xi)
X, = :
In (xl)
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On dispose donc d’une famille (X1, ..., X,+1) de (n+1) vecteurs de K™, qui est donc liée : en considérant une combinaison
linéaire non triviale nulle de taille minimale, et quitte a réordonner les X;, on peut écrire

21X1 4+ 25X =0 3)
avec 21, ...,z € K*. Considérons l'action de G sur K" définie par
Ul g(u1)
Vg € G,Y(uq,...,u,) € K", g- | | = :
Un, 9(un)
. G —- G N 1 . . . .
Comme la translation h o gh est une bijection, un élément g € G agit sur X; par permutation des lignes. En faisant

agir g € G sur (3), on obtient
9(z1)g- X1+ +g(zn)g - Xp =0

soit, aprés réorganisation des lignes,
9(z1) X1+ + g(2k) Xi, = 0. (4)

En effectuant 'opération (3) x g(z1) — (4) X z; on obtient :
(229(21) — 219(22)) X2 + -+ + (2k9(21) — 219(21)) Xy = 0.
Par minimalité de k, chacun des coefficients doit étre nul, pour tout g, donc
Vge G,V1 <i<k, g(zizfl) = zizfl
ie. \i = ziz; € K© Vi. Alors, Péquation (3) s’écrit
210 X1+ -+ 21 X =0

soit, comme z1 # 0,
MX1 4+ X =0

d’ou i
vVl<j<n, 9; (ZM%) =0
i=1
et donc
k
i=1
ce qui contredit la liberté de (z1,...,Zn41)-
— Conclusion. L'extension K/K¢ est donc finie et [K : K¢ =n = |G]|. O
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11 Morphismes de (S', x) dans (GL,(R), x)

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Exercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 2, 2¢ édition, Cassini.
Exercice 4.29 page 251.

Recasage : 102, 155, 156.

Proposition 11.1

Pour tout morphisme de groupes continu ¢ : (S', x) — (GL,(R), x), il existe Q € GL,(R),r € N, ky,..., k. € Z* tels
que
Rtkl

(Pieit'—>Q 7‘ 1 Q—l

sinf  cosf

oil, V0 € R, Ry = (COS(’ _sma)

> Analyse : Soit ¢ : S' = GL,(R) un morphisme de groupes continu.

— FEtape 1 : Montrons que ¢(S') C SL,(R). Notons v : det op. Comme 1) est continu et S est connexe, )(S*) est
un intervalle de R*. Comme (1) = 1, on a donc 1(S') C R%. De plus, comme S' est compact, 1)(S') est un segment.
En particulier, 1(S') est borné. Comme v(S') est un sous-groupe de (R*, x), on en déduit que ¥(S*) = {1}. Ainsi,
Vz € St p(2) € SL,(R).

— Etape 2 : Montrons que les valeurs propres des images sont de module 1. Comme cp(Sl) est compact, pour une norme
]| quelconque sur M,,(R), il existe une constante M > 0 telle que Vz € S*, ||¢(2)|| < M. On en déduit que

Vz € S8, YA € Sp(p(2)), Al < M.

Soient z € S et A € Sp(p(2)). Pour tout p € Z, AP € Sp(¢(2)?) = Sp(¢(2)) donc |\P| < M. Ainsi, la suite (|]\|”),ez est
~——

Ep(S1)
bornée. Donc |[A| = 1.

— Etape 3 : Relevement. Notons 9 : t — p(e™). ¢ est un morphisme de groupes continu de (R, +) dans (GL,(R), x).
x
En fait, ¢ est dérivable. En effet, posons F' : z € R — / P(t)dt. F est C! sur R et, en particulier, F'(0) = I,. Ainsi,

0
1 1
;F(t) ﬁ . Comme GL,(R) est ouvert, on en déduit que ;F(t), donc F(t) est inversible pour ¢ petit. Soit donc a > 0
—U n

tel que F(a) € GL,(R). Alors, en intégrant ¢ (z + t) = ¢(x)1)(t), on obtient

a a x+a
x =(x ie x) = a)~ ! .
/0 Bl + 1)t = (x) / Bty (x) = Fla) / Bty

Donc 1) est dérivable. Alors, de ¥(x + t) = (x)(t) on déduit ' (z +t) = o' (t)(z) d’ot, pour t = 0, ¢’ (x) = ¢’ (0)1)(z).
En notant A = ¢/(0), on obtient
VteR,  (t) = e

— Etape 4 : A est diagonalisable. Comme ¢ est 2m-périodique, et = e!4+2™4 = ¢t4e2™4 donc 2™ = [,,. On a donc
Sp(e*™) = {e*™ X € Sp(A)} donc
VA € Sp(A), 2™ =1 jeX€iZ.

De plus, si A = D + N est la décomposition de Dunford de A dans M, (C), comme D et N commutent, on a I, =
e?™A = 2™De2™N Or D est diagonalisable et a les mémes valeurs propres que A, donc €*™P est diagonalisable et ses
valeurs propres sont {€2™, X € Sp(A4)} = {1}. Donc ™ = I,,. Ainsi, e>™ = I,,. Si, par I'absurde, N # 0, on a, pour
X € Ker N?\ Ker N(# (),

™ NX =X 4+2iNX # X
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ce qui contredit e>™ = I,,. Ainsi, N = 0 et A est diagonalisable dans C.

FEtape 5 : Conclusion. A est diagonalisable dans C et ses valeurs propres non nulles sont conjuguées et dans iZ, donc
il existe ki,...,k,. € Z* et P € GL,(C) tels que A = Pdiag(ik,, —ik1,...,ik,, —ik,,1,...,1)P~. Alors,
ik
o—ik1

ik,

vt € R, e =p ik,

Or, pour 0§ € R,

Donc il existe @ € GL,(C) tel que

Comme les matrices semblables sont réelles, on peut prendre @ € GL,,(R).

— Synthése : soit ¢ : ' — ¥ (t) comme ci-dessus. ¢ est bien défini car Ry ne dépend que de ¢ mod 27 pour k € Z. C’est
un morphisme de groupes car R, ), = Ry Ryx pour k € Z. Il est continu car, pour k € Z, |e"* — e | < |k|left — e
d’ou
|cos(kt) — cos(kt')| < |k|le® — €| |sin(kt) — sin(kt')| < |k[|e” — ™|
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12 Polynomes irréductibles sur [,

S. FRANCIOU, H. GIANELLA, Ezercices de mathématiques pour l’agrégation : Algébre 1, Masson. Exercice 5.10 page 189.
Recasage : 121, 123, 125, 141, 144, 190.

Théoréme 12.1

Pour n € N*, on note A(n,q) I'ensemble des polynémes irréductibles unitaires de degré n dans F[X] et I(n,q) son

cardinal. On a : . .
I(n,q)=—> (3) q.
d|n

> — Etape 1 : Montrons que X" X = H H P.
dln P€A(d,q)
* Soient un diviseur d de n et P € A(d, q). Soit  une racine de P et K = F,(z) un corps de rupture de P. Comme
P est irréductible, [K : F,] = deg(P) = d donc, par unicité des corps finis, K = F,a. On en déduit en particulier que

d .
2% = x. Mais alors, comme d|n,
dy o —1
n dy 2 a\ (@9)d Ay —1
d d
27" = (@) :(xq) — @) ==

par récurrence, donc z est racine de X9 — X. Comme P est irréductible sur Iy, il est a racine simple sur toute extension
de T, (les corps finis sont parfaits). On a donc montré que P|X? — X.

* Soit P un facteur irréductible de X9 — X et notons d son degré. Comme X9 — X est scindé dans F4n, on peut
considérer une racine z € Fyn de P. Alors, K = F,(z) est un corps intermédiaire entre F, et Fyn donc

[Fgn : K] [K :Fy] = [Fgn : Fg] =n
d

donc d|n. De plus, comme les racines de X 4" _ X sont simples, ses facteurs irréductibles ont une multiplicité égale a 1.
Comme X% — X est unitaire, on a donc montré que

x"-x=I[] I P

d|n peA(d,q)

— FEtape 2 : Inversion de Mébius. En considérant les degrés dans ’égalité précédente, on obtient :

¢"=> dl(p,q)
d|n

donc, par la formule d’inversion de M&bius :
n
nl(n,q)=> p (3) q*
d|n

d’ou le résultat. O

q" +rn n\ 4
Remarque : Notons I(n,q) = avec r, = E 1 (7) q“. Alors,
n

d
dln
d<n
1] |2]
gtzd —1
|rn| < Z qd =q——F-
q—1
d=1
On en déduit :
delnglaln
x |ry| < 1 < 7 = 2qL5J < ¢" donc pour tout n > 1, I(n,q) > 0 : il existe donc des polynomes irréduc-
q- 2
tibles sur IF, de tout degré.
qL%J +1 qn

* || <

— o(¢") done I(n,q) ~ =

n—+oco N ’
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Lemme 12.2 (Inversion de Mdbius)

Soitg:nEN*HZf(d). On a:
d|n

fo) =Y n(5) o) =Y u@yg ()
din

dln

> — Etape 1 : Montrons que Z p(d) = 61 . Sin =1, le résultat est évident. Supposons n > 1 et notons n = p{* -+ - p&~
d|n

avec a; > 1 et p; premiers distincts. Si d|n, on a p(d) # 0 si et seulement si d est sans facteurs carrés ie. d = p;, -+ i, -+ - Py,

avec i1, ..., 1 distincts. Alors,

> p(d)
d|n

p(D) + > pp)+ > plpipg) +++ + ppr - py)

— Conclusion. On en déduit que

Soug (%) = Y Yudfd) =Y wdf(d)

din dln d'|z dd'|n
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13 Réduction de Jordan d’un endomorphisme nilpotent

Présenté le jour J (legon 157, résultat 16/20)

X. GOURDON, Les maths en téte : Algébre, 2¢ édition, Ellipses. Théoréme 4 page 197.
J. GRIFONE, Algébre linéaire, 5¢ édition, Cépadués. Proposition 6.36 page 198 pour la taille des blocs.

Recasage : 157.

Théoréme 13.1

Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent. Il existe une base B de E et des entiers k1, ..., k. € N* tels que :
Ik, 0
Matg(u) = .
0 Ik,
ou
0 1 0 0
Jk,; = 0 S Mki (R)
1
0 . 0

> Notons r € N* I'indice de nilpotence de w,ie. u"~! # 0 et v” = 0. Pour 1 < i < r, notons F; = Ker(ui).
— Etape 1 : Noyauz itérés Montrons que V1 < i <7, u(F;) C F;_; et
=R CH<C- CF=E

Pour tout 1 < i < reta € Fj,onal=u'(r) = u“l(u(x)) donc u(x) € F;_1. De plus, u"*(z) = u(u’(z)) = 0 donc
x € Fyyy. Enfin, si F; 1 = Fj;, alors, si ¢ € Fji0, on a u’+2(x) = 0 donc u(z) € Fiy1 = F; donc x € Fjy;. Ainsi,
F;i 9 C Fiy1, donc Fj19 = F;. On en déduit que E = F,. = F; donc ' = 0 ie. i = r, par définition de 7.

— Etape 2 : Construction d’une décomposition de E. Soit G, un supplémentaire de F,_; dans F, :
F.=G,®F,_.
D’aprés ce qui précede, on a u(G,) C w(F,.) C F._1 et méme u, g, est injective. En effet,
(Keru)NG, = F1NG, C F._1NG, ={0}.

Par ailleurs, u(G,) N F._o = {0}. En effet, si y € u(G,) N F,_2, y = u(x) pour z € G, et 0 = u" %(y) = u" () donc
x € Gy NF._; ={0} donc y = 0.
Ainsi, u(G,) ® Fy42 C F,._1 donc il existe un sous-espace vectoriel H,._y de F,._; tel que u(G,) ® H,—1 ®F,.—o = F._4.
—_————

Gr1
On a donc construit G,., G,_1, H,._1 tels que

F.=G,® F_q, Gro1=u(G,)® H,_1, u,g, : G — G,._1 injective.

Par récurrence descendante, on construit de méme des sous-espaces vectoriel de FE, Gy, ...,G,, Hy,..., H._1 tels que :
(OV1<i<r, F;,=G;®F;_1
(’LZ) Vi<i<r-—1,G; = U(Gi+1) @ H;

(119) V1 < i <7 —1, uG,,, : Gig1 — G est injective.

En particulier, Gy = F} = Keru et F = F,. = @ G;.
i=1
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— Conclusion. A partir d’'une base 1, . .., €, de G; on obtient une famille libre de G;_; en considérant (u(cy, ..., u(cx))),
que l'on peut compléter en une base de G;_1. On construit ainsi le tableau suivant.

B B
wieen) |...| ulers) 11 . Er s |
wleny) || wlen,) wlee1q) |.oo| wlBpoga_.) B i
Ty IIIer.._|} v U e ) | 1T "\::r', ) | e U T e ) T e emga) | B0 ] | €14
En lisant le tableau de bas en haut, de gauche a droite, on obtient une base (eq,...,e,) de E telle que u(e;) = ;1 si
e; n’est pas sur la derniére ligne et u(e;) = 0 sinon. On obtient bien des blocs de Jordan. O

Remarque : Si n, est le nombre de blocs de taille 1 <p < r, on a
np = 2dim F), — dim Fj,_; — dim Fj,44.
En effet, si p <, on a n, = dim H, et
Fy =G, ® Fpa Gp = u(Gpi1) ® Hy Fo1 =Gpr1 © Fp

donc, comme u, g est injective,

p+1

dim F,, = dim G, 4+ dim F},_;
dim G}, = dim Gp41 + dim H,
dim Fp41 = dim Gpqq + dim F),

d’oul le résultat.
Si p=r,onan, = dlmGr =n — dimFT_l,
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14 Reéduction des endomorphismes normaux

E. Ramis, C. DEscHAMPS, J. ODOUX, Cours de mathématiques, tome 2.

X. GOURDON, Les maths en téte : Algébre, 2¢ édition, Ellipses. Théoréme 4 page 260.

S. FrRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Ezxercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 8, 2¢ édition, Cassini.
Exercice 1.36 page 65.

Recasage : 153, 154, 155, 160.

Lemme 14.1

Soit E un espace euclidien de dimension n > 0. Soit u € £ (F) un endomorphisme normal. Si F' est est stable par u,
alors F est stable par u*. De plus (up)* = u} et up est normal.

> Soit B = Br U Bp. une base orthonormée adaptée a la décomposition F = F @ F*. On peut donc écrire :

w3 2) =3 )

L’é¢galité uu* = u*u impose alors A'A + B'B = 'AA. Or Tr(A'A) = Tr(*AA) donc 0 = Tr(B'B) = sz donc B = 0.
1,9

1

¢
Ainsi Matg(u*) = (A 0 > donc F est stable par u*.

0
Comme B =0, on a A'A ="AA dot upufp = upup. O
Théoréme 14.2

Soit E un espace euclidien de dimension n > 0. Soit v € Z(F) un endomorphisme normal. Il existe une base
orthonormée B de E dans laquelle la matrice de u est de la forme :

A1

ounN\; ERetr; = (ai _bi) .

b; Qa;

> On procéde par récurrence forte sur n = dim FE.

—n=1:ok.

— Supposons que le résultat est vrai en dimension < n — 1, n > 2. Soit F un espace euclidien de dimension n et u un
endomorphisme normal de F.

* 1°7 cas : u a une valeur propre réelle A. Posons F' = Ef Alors F est stable par u* et, d’aprés le lemme, par
u** = u. De plus, ur est normal. Comme dim F' < n — 1, par hypothése de récurrence, il existe une base orthonormale Bp
de F' dans laquelle la matrice de up a la forme voulue. Si Bg, est une base orthonormée de Ey, dans la base Bgy U Br,
la matrice de u est de la forme voulue.

* 2°cas : u n’a pas de valeur propre réelle.
— u admet un plan stable. Fn effet, la décomposition de x, en facteurs irréductibles est de la forme :

T

Xu = H(X2 +b; X + Ci)
=1

,

avec Vi, b7 < 4c;. D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, 0 = det(x,(u)) = Hdet(u2 + b;u + ¢;1dg) donc 'un des
i=1

endomorphismes u? + b;u + ¢;Idg n’est pas injectif. Il existe donc b,c € R, x € E\{0} tels que

u?(z) + bu(x) + cx = 0. (5)
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Comme u n’a pas de valeur propre réelle, u(z) et x ne sont pas colinéaires, donc F' = Vect(x, u(x)) est de dimension 2.
De plus, d’aprés , il est stable par u. Alors, d’apreés le lemme, F' est stable par u* et ur est normal.

— Réduction de ur. Notons Br une base orthonormée de F. Alors, il existe a,b,c,d € R tels que
M = MatBF(uF) = <Z C> .

Comme u n’a pas de valeur propre réelle, vz non plus, donc b # 0. De plus, M est normale donc ‘MM = MM d’o

a? +b* =a*+ 2
ac+bd =ab+cd
La premiére équation impose b = +c. Si b = ¢, M serait symétrique et aurait donc une valeur propre réelle. Donc b = —c.

La deuxiéme équation impose donc, comme b # 0, a = d. Ainsi, M = (Z _ab>.

— Conclusion. F1 est stable par u* et u** = u et up. est normal donc, comme dim(F1) =n -2 <n —1,
par hypothése de récurrence, il existe une base orthonormée B dans laquelle la matrice de up1 est de la forme voulue.
Alors, dans la base BF* U B, la matrice de u est de la forme souhaitée. O

Remarque : On en déduit, par exemple, les théorémes de réduction des endomorphismes symétriques, orthogonaux et
antisymétriques.

Corollaire 14.3
exp : Ap(R) — SO, (R) est surjective.

> — Etape 1 : exp: Ap(R) — SO, (R) est bien définie. Si A € A,(R), alors
‘exp(A) exp(A4) = exp(‘4) exp(A) = exp(—A) exp(4) = I,,

donc exp(A) € O, (R). De plus,
det(exp(A)) = exp(Tr(A)) =’ =1

donc exp(A) € SO, (R).

— Etape 2 : surjectivité. Soit U € SO, (R). 1l existe P € O, (R) telle que

I, 0
Ry,
PUP = . =M
0 Ry,
- -1 0 . 0 -1 .
en écrivant < 0 _1) = R, pour le nombre pair de —1. Notons J = (1 0 ) Alors exp(08J) = Ry donc, si
0, 0
0,J
A= . € A, (R)
0 0sJ
on M = exp(A). Alors U = PM'P = exp(PA'P) avec PA'P € A, (R). O
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15 Simplicité de SO3(R)

P. CALDERO, J. GERMONI, Histoires hédonistes de groupes et géométries, Tome premier, Calvage & Mounet. Propo-
sition A.3 page 239.

Recasage : 108, 161, 183.

Proposition 15.1

Pour tout n > 2, SO, (R) est compact et connexe par arcs.

> — Définissons ¢ : M € M,(R) — ™MM. ¢ est continue donc SO,(R) = ¢ ' ({I,}) Ndet “*({1}) est fermé. De
plus, munissons M,,(R) de la norme associée au produit scalaire (A, B) = Tr(*AB). Pour tout M € SO,(R), on a
| M| = +/Tx(I,) = v/n. Ainsi, SO, (R) est fermé borné dans M,,(R) qui est de dimension finie, donc SO,,(R) est compact.

— Soit M € SO, (R). Il existe r,s € N, 01,...,0, e R, P € O,(R) tels que

I
Ry, t
M=P _ P

Ry

s

(Pespace propre associé & —1 est de dimension paire car det = 1). Posons

[0,1] — SO,L(R)
I

Ry,

v t - P . P.

Ry

s

~ est un chemin continu tracé dans SO, (R) tel que v(0) = I, et v(1) = M. Ainsi, SO, (R) est connexe par arcs. O
Théoréme 15.2
SO3(R) est simple.

> Soit H un sous-groupe distingué non trivial de SO3(R).

— FEtape 1 : Il suffit de montrer que H contient un retournement. Supposons que rp € H soit un retournement d’axe
la droite D. Soit D' une autre droite de R*. Alors il existe une rotation s € SO3(R) telle que s(D) = D’. Considérons
r = srps_ L. Cet endomorphisme a le spectre de 7p donc ¢’est un retournement, ’espace propre associé a la valeur propre
1 est D', donc r est un retournement d’axe D’. De plus, comme H est distingué, » € H. Ainsi, H contient tous les
retournements. Comme SO3(R) est engendré par les retournements', H = SO3(R).

— Etape 2 : Ezhibons un retournement dans H. Soit h € H\{I3}. On considére I'application continue

g — Tr(lg,hl)

Comme la trace d’un élément de SO3(R) est de la forme 1+ 2cos6, § € R, p(SO3(R)) C] — o0, 3]. De plus, comme SO(3)
est connexe, compact et contient I3, son image par ¢ est de la forme [a, 3], a < 3.
Supposons par absurde que a = 3. Alors, Vg € SO3(R), [g, h] = I3 donc h € Z(SO3(R)) = I3 : absurde.

T
Donc a < 3 et on peut trouver n € N* tel que a < 1+ 2cos — < 3 car 3 est la limite de cette suite strictement
n
croissante. Soit alors g, € SO3(R) tel que ¢(gn) = 1+ 2cos T Alors hy = gnhg, 'h™' € H (distingué) est une rotation
n

T
d’angle £—. Alors, h;, € H est un retournement. O
n

1. O3(R) est engendré par les réflexions. Ces réflexions sont en nombre pair pour des raisons de déterminant. Si u € SO3(R), on peut écrire
w=r7r10---0rg et donc u = (—ry)o---o0(—rgi) et —r; est un retournement (regarder le spectre).
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16 Sommes de Newton et algorithme de Faddeev

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Exercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 1, 3° édition, Cassini.
Exercice 5.31 page 209 pour le premier théoréme.

S. FrRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Ezxercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 2, 2¢ édition, Cassini.
Exercice 2.7 page 79 pour le second théoréme.

Recasage : 142, 144.

Théoréme 16.1

n
Soit K un corps. Pour x1,...,x, € K et k € N on note S, = E xf la k-iéme somme de Newton. Si 01, ...,0, sont
j=1
les fonctions symétriques élémentaires en x1,...,x, €t 09 =1, on a :

Vk € [[O,TL]], Sk —o1Sk—1 4+ + (*1)’671016_151 + (71)]”{(3'1C =0.

> Notons P = H(X — z;) de sorte que P = Z(fl)kakX"*k. Pour tout ¢ € [1,n], on a :

i=1 k=0
XpP P - k n—k o~ 2f
X—w  1-Z (Z(_l) kX ) (ZXk
k=0 k=0
n k k—j
j n—j Ly
Sl PyEITEE
k=0 \j=0
n k .
SRR B
k=0 \j=0
donc
n n k
XpP .
/ _ ) . n—=k
XP'=2 % => Z(—nﬂajsk_J Xk,
i=1 =0 \j=0
Or
n—1
XP' =Y (-1)for(n—k)X"*
k=0
donc par unicité de 1’écriture de X P’ dans la base canonique,
k .
Vk € [[Oan - 1H7 Z(_I)Jajsk—j = (—1)kgk(n - k)
§=0
ze.
k—1 ‘
Vke[o,n—1], D (=1)0;Sk; + (1) orSo = (=1)*ox(n — k)
j=0
d’ont
k—1
VEk € [0,n — 1], Z(—l)kaksk_j + (—l)kk()'k-
j=0
De plus, des deux écritures de X P’ on déduit également
> (1058, =0,
j=0
ce qu'il fallait démontrer puisque Sy = n. g
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Proposition 16.2
Soit A € M,,(C). On définit Ag = A et

VkeN, Apa=A (Ak - Tr(Ak)In> .

k+1
Alors
n
Tr(Ar—1) o
n n n
= e (- 3 T
k=1
> Notons Ay, ..., A, les valeurs propres de A, 01,...,0, les fonctions symétriques élémentaires et S = n, S1,...,.5, les

sommes de Newton associées.

k—1
. Tr(A; .
— Etape 1 : Montrons par récurrence sur k € [0,n—1] que Ay = A*! — E %Ak_l et Tr(Ag) = (—1)*(k+1)op1.
i=0

* k=0 ":ok.

* Soit k € [0,n — 2] tel que le résultat est vrai. Par hypothése de récurrence, on a :

k—1 k
Tr(4;) _; Tr(Ag) Tr(4;) _
A _ Ak+2 _ Ak-i-l i A= Ak+2 _ Ak-l—l i
i ; i+ 1 k41 ; i1
et .
Tr(A;) Tr(Ak+1—7
Tr(Ak+1) _ Tr<Ak+2) _ Z ( )Z +(1 )
i=0
k .
= Sky2 — ;(—1)102‘“5“14
= Sk+2 *015k+2+"'+ (*1)k+10'k+151
Nemoon (=)™ (k +2)ok42

— Conclusion. On en déduit que

Xa = (=1)"X"+ Zn:(—l)”"“okX"—k = (-1)" (X" - 2": Tf(fltk—l)xn_k> .
k=1

k=1
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17 Sous-groupes compacts de GL,(R)

M. ALESSANDRI, Thémes de géométrie, Dunod. Page 141.
Recasage : 101, 106, 150, 181, 203.

Lemme 17.1

Soient V' un espace vectoriel de dimension finie, K un compact convexe non vide de V et G un sous-groupe compact
de GL(V) tel que
Yu € G, uw(K) C K.

Alors il existe x € K tel que Yu € G, u(x) = x.

> — Etape 1 : Construction d’une norme G-invariante. Soit N une norme euclidienne sur V. On pose

Vx €V, N'(z) = max N(u(x)).

Pour chaque z € V, ev, : u € Z(V) — u(x) € V est (linéaire) continue donc, comme N est continue, 'image de G par
N oev, est compacte, donc N’ est bien définie. C’est une norme sur V car N en est une. De plus, pour ug € Get z € V,
N'(ug(x)) = N'(x) car la translation u + u o ug est une bijection de G (groupe), donc N’ est G-invariante. Enfin, si z et
y vérifient N'(z +y) = N'(x) + N'(y), alors il existe u € G tel que

N'(z +y) = N(u(z) +u(y)) < N(u(z)) + N(u(y)) < N'(z) + N'(y)
donc N(u(z) + u(y)) = N(u(z)) + N(u(y)) et donc, comme N est euclidienne, u(zx) et u(y) sont positivement liés, donc,

comme u est inversible, x et y sont positivement liés.

— Etape 2 : Construction d’un point fire. Pour u € G posons F,, = {z € K, u(z) = x} et montrons que
() Fu #0.
ueG

Comme les F,, sont fermés dans le compact K, par la propriété de Borel-Lebesgue, il suffit de montrer :

p
VpEN*,V(Ul,...,Up)EGp, ﬂFul#w

i=1

. 1 . . P
Avec ces notations, posons u = — E u; et montrons que u admet un point fixe. Fixons zy € K et définissons :
i=1
k

Z u’(xo) € K par convexiteé.
——

VEk € N*, Tp = —
k+1£:0

eK

Comme K est compact, il existe une extraction ¢ et a € K telle que x,) — a. Or

vk € N*, u(zg) =z +

k+1 (u**! (20) — o)

donc, comme u(K) C K compact, le second membre tend vers 0 et donc u(z, 1)) — a. Par continuité de u et unicité de
la limite, on en déduit que u(a) = a. Alors,

N’(a)vamncepZN’ ui(a)) = N'(u(a)) , = N'(a)

G-invariance

donc les u;(a) sont positivement liés. Comme ils sont de méme normes N’(a), ils sont égaux. Comme leur moyenne vaut
P

a, on a Vi, u;(a) = a ie. a € ﬂFul O
i=1

Théoréme 17.2

 E—
Soit G un sous-groupe compact de GL,, (R). Il existe une forme quadratique définie positive g sur R™ telle que G C O(q).
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> — Etape 1 : Représentation de G. On définit une loi de groupe sur G par
V(A,B) € G, Ax B = BA.
Considérons 'application p : G — GL(S,(R)) définie par :
VA € G,VS € S, (R), p(A)(S) ="ASA.

Comme p(A * B) = p(A) o p(B) et p(I,) = Id, p est bien définie.
Comme p est continue et G est compact, I'image G = p(G) est compacte.

— Etape 2 : Construction d’un compact conveze non vide G-stable. Comme G est compact, {'MM, M € G} est un
compact non vide inclus dans S;F " (R) qui est convexe puisque

SITR)= (] {A€S.(R), XAX >0}
XeRn

convexe

Alors, I'enveloppe convexe K = Conv({'M M, M € G}) est compacte et incluse dans S;"(R). De plus, elle est G-stable.
En effet, pour A,M € G on a
p(A)('MM) = (MA)(MA)

et on conclut par linéarité de p(A) et la définition de K.

— Etape 3 : Conclusion. D’aprés le lemme, il existe S € K tel que Vu € G, u(S) = S. Alors, S € ST (R) et, pour tout
AecG,"ASA =8, ie. G C O(qs). O
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18 Sous-groupes distingués et caractéres

F. ULMER, Théorie des groupes, Ellipses. Lemme 17.20 et Proposition 17.22 page 158.
Recasage : 101, 103, 104, 107.

Lemme 18.1

Soit G un groupe fini et p : G — GL(V') une représentation de caractére x. Alors Vg € G, |x(g)] < x(1) et

g € Kerx ={g € G, x(9) = x(1)} & g € Kerp.

>  Soit g € G. D’aprés le théoréeme de Lagrange, il est d’ordre fini, donc p(g) aussi. Ainsi, p(g) est diagonalisable et les

valeurs propres de p(g) sont de module 1. Notons-les A1, ..., Adim v. Alors,

dim V

(@)l =] N| <dimV =x(1)

i=1
avec égalité si et seulement si (|A;| =1) Ay =+ = Agim v et dans ce cas, \; = 1, Vi, donc p(g) = Id ie. g € Ker p. Ainsi,
Ker x C Ker p et 'inclusion réciproque est immeédiate. ]
Théoréme 18.2

Soit G un groupe fini et x1, ..., Xm Ses caractéres irréductibles. Tout sous-groupe distingué H <1 G est de la forme
H = ﬂ Ker x;

jeJ

avec J C {1,...,m}.

> Soit H < G.
— FEtape 1 : H est le noyau d’un caractére. On considére l'action de G sur G/py par translation a gauche et ¢ : G —
S|/ u| le morphisme associé. Considérons la représentation par permutation

Do G — GL(V)
g e (@) )
G
ol V est un C-espace vectoriel de dimension ||H| et (e;) est une base de V. Soit x le caractére de cette représentation.

D’apres le lemme,
Ker x = Kerp, = Kerp = H.

Ainsi, les groupes distingués sont des noyaux de caractéres de G.

S
— FEtape 2 : Conclusion. Soit V = @ a;V; une décomposition en sous-représentations irréductibles telle que x; est le
i=1
caractére de V;, Vi. Alors :
geEKery s geKerp e Vi, geKerp, & Vi, g e Kery;

donc H = Kery = ﬂKerx,;. g
i=1
La table de &4 est :
(Id): | (12)6 | (123)s | (1234)6 | (12)(34)3
Xtriv 1 1 1 1 1
Xe 1 -1 1 -1 1
X 2 -1 0 2
X3 3 1 0 -1 -1
XW 3 -1 0 1 -1

Les sous-groupes distingués de &4 sont donc

{Id}, ((12)(34)), 4, G4
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19 Table de 6,
Recasage : 161, 183.

— FEtape 1 : classes de conjugaison. Il y a cinq classes de conjugaison, déterminées par le type de la permutation :
— {Id} : un élément

— les transpositions : <;L) = 6 éléments

— les 3-cycles : (4

3> X 2 = 8 éléments

— les 4-cycles : 4! x 1= 6 éléments
1
— les doubles transpositions : (;L) X 3= 3 éléments.

Il y a donc cing caractéres irréductibles.

— FEtape 2 : premiers caractéres irréductibles. On connait deux caractéres de degré 1 : yiriv €t Xe.

(Id); | (12)¢ | (123)s | (1234)6 | (12)(34)3
Xtriv 1 1 1 1 1
- | 1 | -1 1 ] 1

— FEtape 3 : isométries du tétraédre régulier. Notons T un tétraédre régulier centré en I'origine. Notons e, 2, €3, €4 les
sommets. On définit un morphisme de groupes

Gy — IS(T)
@ T — T
o = u:
e; €o(4)

© est bien définie car T est régulier et (e, €2, €3, €4) est un repére affine. De plus, o € Ker ¢ < Vi, 0(i) =i < o = Id donc
© est injective. Enfin, ¢ est surjective puisqu’une isométrie envoie un sommet sur un sommet. Donc ¢ est un isomorphisme.

On a donc ¢ : &4 — Is(T) C O(R?) < GL(C?) donc ¢ induit une représentation de degré 3. Le caractére x3 associé
est Vo € Gy, x3(0) = Tr(p(o)). On effectue les calculs dans la base (eq, ez, e3) sachant que e4 = —e; —e2 —e3. On a:

0

Mat o((12)) = 0 donc  x3((12)) =1

Mat ¢((123)) = ( 0 donc x3((123)) =0
0
1
0
0
1
0

= o O OO =
—_

1
0
0
1
0

Matga((1234))( 0 —1 donc  x3((1234)) = -1

donc x3((12)(34)) = —1.

oo
|
—_

Mat ¢((12)(34)) = (

De plus, x3 est irréductible car

1 1
(X3, X3) = @ Z Ix3(o)* = 21 (32 +6x1246x(—1)2+3x (71)2) =1.

oeSy

On compléte donc la table.

(Id)1 | (12)¢ | (123)s | (1234)6 | (12)(34)3
Xtriv 1 1 1 1 1
v. | 1 | =1 1 ] 1
= | 3 1 0 =] 1
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— FEtape 4 : construction d’une nouvelle représentation. Considérons la représentation W = Homc(V3,V.). On a
Xw = Xaxe = (3,—1,0,1,—1) donc xw est un nouveau caractére. De plus, il est irréductible car {(xw,xw) = 1. On
compléte donc la table :

(Id); | (12)6 | (123)s | (1234)¢ | (12)(34)3
Xtriv 1 1 1 1 1
v | 1 | =1 1 1 1
v | 3 1 0 1 1
w | 3 | -1 0 1 1

— FEtape 5 : relations d’orthogonalité. Soit x le dernier caractére irréductible. On a :
24 = |64] = xuiv (1) + X (Id)? + x3(Id)? + xw (1d) + x(1d)* = 20 + x(Id)?
donc x est de degré 2. De plus, grace a

VoeG\{Id}, 0= Y X (Id)x (o),

x €Elrr(Sy4)
on obtient x = (2,0,—1,0,2) d’ou la table
(Id); | (12)6 | (123)s | (1234)6 | (12)(34)3
Xtriv 1 1 1 1 1
Xe 1 -1 1 -1 1
Y | 2 1 0 2
s | 3 1 0 ) )
Yw | 3 | -1 0 1 1

Remarque : Les sous-groupes distingués de &4 sont les m Ker y ot Ker(x) = {o € &*, x(¢) = x(Id)}. On obtient
x€Irr(Sy)
que les sous-groupes distingués sont

{Id}, ((12)(34)), s, G4
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20 Théoréme de Frobenius-Zolotarev

V. BECK, J. MALICK, G. PEYRE, Objectif agrégation, 2° édition, H&K. Exercice 5.4 page 251.
Recasage : 103, 105, 106, 108, 120, 123, 152.

Théoréme 20.1

Soient p un nombre premier impair et V' un [F,-espace vectoriel de dimension finie n € N. Pour tout u € GL(V),

- (%)

ou, e(u) désigne la signature de u vu comme permutation de V' et, pour a € F,,, le symbole de Legendre est défini par

=¢ 1 siaestun carré dans T,
—1 sinon.

() 0 sia=0 modp

> La restriction de la signature, € : GL(V) C &(V) — {£1}, toujours notée €, est un morphisme de groupes.

— FEtape 1 : Montrons qu’il se factorise par le déterminant. Comme p > 2, le groupe dérivé D GL(V) est SL(V). De
plus, pour u,v € GL(V),
e(uvu o) = e(u)e(v)e(u) te(v) Tt =1
donc SL(V) = (uvu™tv™!, u,v € GL(V)) C Kere. D’aprés la propriété universelle du quotient, e se factorise par un unique
morphisme € de sorte que e =om ou 7w : GL(V) — GL(V)/SL(V) est la projection canonique. De plus, det : GL(V) — F

a pour noyau SL(V). Il existe donc un unique isomorphisme det tel que le diagramme suivant est commutatif :

FXx det

p

GL(V) —— {1}
T
GL(V)/sL(v)

Posons § = o det  de sorte que ¢ est un morphisme de groupes 7 — {£1} et ¢ = d o det. (Par surjectivité de det, un
tel § est unique)

— Etape 2 : Montrons que § n’est pas le morphisme trivial. Comme V et F,» sont isomorphes comme espaces vectoriels,
il suffit de trouver une bijection F,-linéaire de Fp» sur lui-méme de signature —1.

F[fn est cyclique de cardinal p™ — 1. Soit g un générateur. L’application 74 : € Fpn — gx € Fyn est bien une bijection
[Fp-linéaire de Fpn sur lui-méme et agit sur F, comme le (p" — 1)-cycle (9,92, ...,9" 1), donc sa signature est —1 car

p" — 1 est pair.

— FEtape 3 : Montrons que § est le symbole de Legendre.
Analyse : Comme § # 1, Kerd est un sous-groupe de ]F; d’indice 2. Or il existe un unique sous-groupe H d’indice

2 dans ;. Alors, si @ ¢ H, on a une partition F;) = HUxH et 6(y) = 1siy € Het d(y) =0siy € xH. § est donc
déterminé de fagon unique. I y a donc au plus un morphisme non trivial F,; — {£1}.

a —
Syntheése : le symbole de Legendre est bien un morphisme de groupes car pour a € IE‘;, () — a7 . Tl est non trivial
p

. p— P
car il y a exactement carrés dans IF‘;. O

Application au morphisme de Frobenius : Soit n > 2. On rappelle que le morphisme de Frobenius est défini par :

Fpn  — Fpn

w: z P

@ est d’ordre n. En effet, pour tout x € Fyn,
O"(z) =2 =z

donc ¢" =1Idg,,. Sim < net " = Ids,, alors X*" — X est non nul et a [Fyn

= p" racines sur le corps Fy», donc m = n.
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On admet' qu'il existe une base adaptée a ¢ : il existe x € Fyn tel que B = (z, ¢(z),...,¢" *(z)) forme une base du
Fp-espace vectoriel Fpn. On a :

0 0 1

1 0
Matgs(p) = | o

0o --- 0 1 0

qui est la matrice de permutation associée au n-cycle o € &,,. Alors det(¢) = e(0) = (—1)""'. D’aprés le théoréme de

Frobenius-Zolotarev,
(—1)”1> (—1)"_1 (p=1)(n-1)
o) = (=)= (=) =
0-(5-)-G
Lemme 20.2

Si k est un corps de cardinal > 3 et n > 2, alors le groupe dérivé D GL, (k) de GL, (k) est SL,, (k).

> Voir Oraux X-ENS algébre 2.

Soit A, B € GL, (k). On a det(ABA™'B™!) = det(A) det(B) det(A) ' det(B)~" = 1 donc D GL, (k) C SL, (k).

SL, (k) étant engendré par les matrices de transvections, il suffit de montrer que toute matrice de transvection est un
commutateur. Pour 1 <i# j <net A €k, on pose T;;(A\) = I, + AE;;. Soit a ¢ {0,1} et D;(a) la matrice de dilation o
a est a la position ii. Pour b € k,

Di(a)Tij(b)Di(a)_l = Di(Cl)(In + bEij)Di(a)_l =1, + G,bEij = Ti]‘(ab>

donc
Di(a)Tij(b)Di(a) ' T35(b) ™ = Tyj((a — 1)b).

Lorsque b décrit k, le scalaire (a — 1)b décrit k. Donc toute matrice de transvection est un commutateur. Donc SL, (k) C
D GL, (k). O

1. Ma proposition : on a w,| X"™ —1 et, si deg(my) < n,onam, = X Fam_1X™ 4. . 4agaveca; € Fp. Alors, ™ Fam_1om T4
a()Id]Fpn = 0 donc la famille (Id]}‘p" L@, ..., ™) est liée dans FP donc dans FP" ce qui contredit le lemme de Dedekind (voir le développement

qui lui est consacré). Donc m, = X™ — 1. Alors, il existe © € Fyn tel que 7y, o = 7, c’est-a-dire tel que (z, p(x), ..., 30"71 x)) est une base.
® P ®, ®
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21 Théoréme de Kronecker et application aux sous-groupes finis de GL,(Z)

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Ezercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 1, 3¢ édition, Cassini.
Exercice 5.33 page 213 pour le premier théoréme.

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Exercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 2, 3¢ édition, Cassini.
Exercice 3.20 page 205 pour le second théoréme.

Recasage : 142, 144.

Théoréme 21.1

Soit P € Z[X] unitaire dont les racines complexes sont de module inférieur ou égal a 1. On suppose que P(0) # 0.
Alors les racines de P sont des racines de 'unité.

> Notons 2, ensemble des polyndmes unitaires de Z[X], de degré n, dont les racines sont de module inférieur ou égal a 1.

— Etape 1 : Montrons que €, est fini. Soit P € Q,,. Notons 21, ..., z, ses racines et o1, ..., o, les fonctions symétriques
élémentaires associées. Pour tout k € [1,n], on a o, € Z et, comme |z1],..., |z, < 1,

ol=| 5 Tla|<#trepqap #1-1= (7).

IeB([1,n]) i€l
# p—

L’ensemble des (01)1<k<n est donc fini. Comme tout P € Q,, s’écrit P = X" — g, X" '+ .-+ (~1)"0,, on en déduit que
Oy, est fini (et |, < 2™ —1).

— FEtape 2 : Principe des tiroirs. Soit P € Q,, que P'on écrit

P = (X 721').

—.

=1

n
Montrons que pour tout k € N*, P, = H(X -2 eq,.
i=1

* Py, est bien unitaire de degré n et ses racines zf sont de module inférieur ou égal a 1.

* Il reste donc a vérifier que Py, € Z[X]. Or pour i € [1,n], le coefficient de X"~ dans I’écriture de P, dans la

base canonique est (—1 iai 2k 2F) ou g 2R .. 2F) sont les fonctions symétriques élémentaires associées a 2%, ... 2F.

q 1> »en 1> »*n y q 1> »~n
Ces fonctions sont des polyndémes symétriques en zi,...,z, a coefficients dans Z. D’aprés le théoréme de structure,
oi(2F,...,2") € Zoy,...,0,] pour tout 1 < i < n. Ainsi, P, € Z[X].

Ainsi, comme €2, est fini, il existe & > £ tel que Py = Py donc V1 < i <mn, zf = zf, d’ot1, comme 0 n’est pas une racine
de P, 2F*=1,v1<i<n. O

Corollaire 21.2
Soient m > 3 et n € N. Si G est un groupe fini de GL,,(Z) alors G est isomorphe a un sous-groupe de GL,, (Z/;,7,)-

> Il suffit de montrer que la projection canonique G — GL,, (Z/y,7) est injective.

Soit A € G tel que A =1, € GL,, (Z/y,7)- Il existe B € M,,(Z) telle que A = I,, + B. Soit 3 une valeur propre de B.
Alors a = 1 +mf3 est valeur propre de A. Or, d’aprés le théoréme de Lagrange, Al¢! = I,, donc /¢! = 1 et en particulier
|a] = 1. Alors,

a—1 2
18| = | | <—< L
m m
Ainsi, (—1)"xp € Z[X] est unitaire et ses racines sont de module < 1. On déduit du théoréme de Kronecker que xp =
(=X)".
Or, comme X!l — 1 est scindé a racines simples et annule A, A est diagonalisable, donc B est diagonalisable. Ainsi,
B=0et A=1,. O
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Corollaire 21.3

Si G est un sous-groupe fini de GL,(Z), alors

|G| < (3" — 3" 1)(3" —3"72)... (3" — 3)(3" — 1).
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22 Théoréme de Sophie Germain

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Exercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 1, 3° édition, Cassini.
Exercice 4.39 page 167.

Recasage : 120, 121, 126.

Théoréme 22.1

Soit p un nombre premier de Sophie Germain ie. ¢ = 2p + 1 est aussi premier. Il n’existe pas de triplet (z,y,z) € 73
tel que xyz =0 mod q et 2P + 3P + 2P = 0.

x
TAYANZ

/

> Soit, par 'absurde, (z,v,2) € Z* tel que zyz = 0 mod ¢ et P + y* + 2 = 0. Quitte a considérer 2’ = y =

z
4 2 = on peut considérer z Ay A z = 1.
TNANYNz TANYNz

— Etape 1 : q dwise lun des trois entiers. Supposons par Pabsurde que ¢ ne divise pas x,y et z. Alors, par le petit
théoreme de Fermat, 277! = 1 mod ¢ donc (anp)2 = 1 mod ¢ d’ou, comme Z/qZ est un corps, ¥ = £1 mod ¢. De méme,
Y,z = £1 mod ¢. Alors, 0 = 2P + y? + 2P mod ¢ € {£1,+£3} : absurde. On peut donc supposer que ¢ divise z. On a
également montré que toute puissance p-iéme est congrue a 0, 1, ou —1 modulo gq.

— Etape 2 : x,y, z sont premiers entre eux deuz & deuz. Si, par Pabsurde, z Ay # 1, soit p’ un diviseur premier commun
a x et y. Alors, p'|zP +y? = —2zP donc p'|2P donc p’|z, ce qui contredit z Ay Az = 1. Ainsi, z Ay = 1 et de méme pour les

autres couples. On en déduit que g fy, z.

— FEtape 3 : Factorisation de xP,yP, 2P en produit de puissance p-iémes. On a :

—aP =yP + 2P = (y + 2) (Z(z)plky ) .
k=0

p—1
Supposons par ’absurde que y+z et Z(fz)p ~1=kyk ne sont pas premiers entre eux et soit p’ un diviseur premier commun.
k=0
Alors p'?| — 2P donc p'|z. De plus, y = —z mod p’ donc
p—1 p—1
0= (—z)P 17kl = yP~t = pyP~! mod p’
k=0 k=0
donc p'[py?~*. Comme p’ est premier :
* soit p'|p ie. p’ = p et alors p|z et plryz : absurde.
* soit p/|yP~! donc p'|y et Ay > p’ : absurde.
p—1
Ainsi, y+ z et Z(—z)p _1_kyk sont premiers entre eux et leur produit est une puissance p-iéme. Alors il existe (a, ) € 7>
k=0
tel que
p—1
y+z=a" et Z(—z)pflfkyk =al.
k=0

De méme, il existe b,c € Z tels que x +y =P et x + 2z = V7.

— Conclusion. Comme y = ¢” mod g et ¢ fy, on a y = £1 mod ¢. De méme, z = +1 mod ¢. Supposons par 'absurde
que ¢ Ja. Alors a” = £1 mod ¢ et donc

0=22 =0+ —a” mod ¢ € {£1,+3} absurde.

Donc gl|a. Ainsi, y + z = a” = 0 mod ¢, donc

p—1 p—1
af =) (=) Ry =N Ty =gy = pmod ¢
k=0 k=0
ce qui contredit o? mod ¢ € {0, +1}. O
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Lemme 22.2

Soient a, b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux et k > 2. S’il existe ¢ € N tel que ab = ¢* alors a et b sont
aussi puissance k-iémes d’entiers.

> Ecrivons la décomposition de a,b et ¢ en produits de facteurs premiers :

a:Hpap b:Hp/@p C:Hp’)’p

peEP peP peP
ou (ap), (Bp), (vp) € N). Comme ab = ¢*, P'unicité de la décomposition de ab donne
Vp € P, ap + Bp = kyp.

Or comme a Ab=1,VYp € P, a,8, =0, donc Vp € P, k|, Bp. O
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23 Théoréme de structure des groupes abéliens finis

P. CoLMEZ, Eléments d’analyse et d’algébre, 2011, Editions de I'Ecole polytechnique.. Proposition 1.2.28, Lemme 1.2.32
et Théoreme 1.2.33 page 250.

Recasage : 102, 104, 107, 110.

Lemme 23.1
Soit G un groupe abélien fini. L’application
i G — G
g = —x(9)
est un isomorphisme de groupes.
> — Etape 1 :1i est un morphisme de groupes.
— Etape 2 : |G| = |G|. Comme G est abélien, les classes de conjugaison sont réduites a un élément et sont au nombre

de |G|. De plus, comme G est abélien, G est l'ensemble des caractéres irréductibles de G. D’aprés la formule de Burnside,

on a alors |G| = |G|. Comme G est abélien, le méme raisonnement montre que |G| = |G| = |G|. 1l suffit donc de montrer
le point suivant.

— Etape 3 : i est injectif. Soit g € G tel que i(g) = i(e). Alors, Vy € §7 X(9) = x(e) = 1. Notons 175 : h € G+ g,
et décomposons-la dans la base des caracteéres :

1 S
x€@G xe@ heG XE
En évaluant cette égalité en e, on obtient :
l{g}(e) = @ =1

donc g = e, et i est injectif. a
Lemme 23.2

Soit G un groupe abélien fini. Alors G et G ont méme exposant.

> Notons Ng, Ng les exposants respectifs de G' et G. Pour X € 6’, on a:
vged,  xV(g9) =x(9)" =x(g") = x(e) =1

donc Ny < Ni. Le méme raisonnement montre que Né < N@. Or G ~ G donc Ng = N(:; < N@ < N¢g donc Ng = N@. O
Théoréme 23.3
Soit G un groupe abélien fini. Il existe r € N, N1,..., N, € N avec Ny I'exposant de G, tels que V1 < i <r—1, N;11|N;

et G~ HZ/NiZ'

i=1

>  On procéde par récurrence forte sur n = |G.
—n=1:o0k

— Soit n € N* tel que le théoréme est vrai pour tout groupe abélien de cardinal < n. Soit un groupe abélien G de
cardinal n + 1. Notons N; l'exposant de G. Comme G est abélien, son exposant (égal & N7 d’aprés le lemme) est le
maximum des ordres de ses éléments. Soit donc x; € G d’ordre NVj.

x Etape 1 : x1(G) = Uy, le groupe des racines Ni-iemes de l'unité. En effet,x;(G) en est un sous-groupe car
X' = 1. De plus, si, par I'absurde |x(G)| < N; alors pour tout g € G, ordre de x(g) dans Uy, est < Nj. Alors, I'exposant
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Ny de x(G) veérifie Ny < Ny, de. x™¥2 =1, ce qui contredit le fait que y; est d’ordre Nj.

x Etape 2 : G ~ Z/le x G1 avec |G1| < m. Soit z1 tel que x(z1) = e2™/N1 - Alors x1 est d’ordre N; donc
Hy = (z1) est isomorphe a Z/, 7. Si N1 = |G/, alors on a démontré le résultat. On suppose désormais N1 # |G|. Posons
G1 = Ker x1. On a bien |G1| < n. x1 induit un morphisme surjectif de H; sur Uy,. Par égalité des cardinaux finis, il
est bijectif. Notons « sa réciproque et montrons que G = H,G;. Si z € G, alors a = a(x1(x)) € Hy et b = a~ 'z vérifie
x1(b) = x1(a) 'x1(z) = 1 donc b € G et on a bien z € H;G;. Comme de plus H; N Gy = {1} par injectivité de y; sur
Hy, on en déduit que G ~ Hy x G;.

* On conclut par hypothése de récurrence car |G| < n. O
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Deuxiéme partie

Analyse et probabilité

24 Densité des polyndémes orthogonaux

V. BECK, J. MALICK, G. PEYRE, Objectif Agrégation, 2° édition, H&K. Exercice 3.7 page 140
Recasage : 201, 202, 207, 209, 213, 245, 250.

Théoréme 24.1

Soit I un intervalle de R et p une fonction poids telle qu’il existe a > 0 tel que

/e“‘mlp(x)dx < +o00.
I

La famille des polynomes orthogonaux (P, ),cn associés a p forme une base hilbertienne de L*(I, p).

> Comme (P,)nen est orthonormée, il suffit de vérifier que la famille est totale. Notons g, : = — z". Comme
Vect(P,) = Vect(g,), d’aprés le critére de densité, il suffit de considérer f € Vect(g,)® et montrer que f = 0.

2
donc

— Etape 1 : Transformation de Fourier et prolongement. Posons ¢ = fpl;. On a Vt € R, |t| <

/R\wIZ/IIf\pS/I(lﬂf|)p<+oo

p:{eER— / o(x)e %% dx
R

donc ¢ € L'(R). Notons

~ . a
sa transformée de Fourier et montrons que @ se prolonge en une fonction holomorphe sur B, = {z €C, |Imz| < 5}

Posons
B,xI — R

" () = e f(x)p(a).
On a:

* V2 € By, © € I — g(z, ) est mesurable,
x Vo € I, z € By — g(z,x) est holomorphe,

*V(z,2) € By x I, |g(z,2)] < e |f(z)|p(x) indépendante de z et intégrable sur I car,

Jlsteolas < [ ir@lptone < ( | ealzlp(x)dz>l/2 (/ |f<x>2p<x>dz>”2 < oo

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2(I ,p). D’aprés le théoréme d’holomorphie de Lebesgue, la fonction

B, — C
F: z /g(z, x)dx
I

est holomorphe sur B, et
Vn € N,Vz € By, FM(z) = (—i)”/x"eii”f(a:)p(x)dx.
I

— Conclusion. On a donc
vneN,  F"™(0)=(=1)"(f gu), = 0.
Par unicité du développement en série entiére d’une fonction holomorphe, il existe un voisinage V' C B, de 0 sur lequel
F = 0. Alors, d’apreés le principe des zéros isolés, F' = 0 sur B,. En particulier, p = F g = 0 d’ou, par injectivité de la
transformée de Fourier sur L, ¢ = 0 presque partout. Alors, comme p > 0, on a f = 0 presque partout. |
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Contre exemple lorsque la condition de décroissance n’est pas vérifiée Considérons I = R} et p(z) =2

Soit f(z) =sin(2rInz). On a f € L(I, p) et, pour tout n € N,

J

2" sin(2n Inz)z™ " *dx

= / e +y sin(27ry)e*y2dy
R

—Inz

* y=Ilnzx
T
1\2 2 +1
= e("3) /e_(y -) sin(27y)dy
R
41 \2 2,
= (") / e " sin(27t)dt = 0
t=y— 3t R
donc f € Vect(gn)*.
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25 Equation de Bessel

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Ezercices de mathématiques, Orauxr X-ENS, Analyse 4, Cassini. Exercice
2.15 page 101

Recasage : 152, 160, 170, 171, 203, 219, 253.

Proposition 25.1

“+o0
_1)n
La fonction Jo : x — E 4(n( )')2932" est bien définie sur R et est I'unique solution de I'équation différentielle
n!
n=0

zy' +y +xy=0 (E)

vérifiant Jy(0) = 1. De plus, si f est solution de (E) sur ]0,a[ alors (f, Jo) est libre si et seulement si f n’est pas bornée
au voisinage de 0.

> On commence par chercher une solution de (E) développable en série entiére au voisinage de 0.

— Etape 1 : Analyse. Soit f une solution de (E) développable en série entiére au voisinage de 0. Il existe (@, )neny € RY
et R > 0 tels que

+oo
Vo€l - R.R[,  f(x)=) ana".
n=0
Or, pour z €] — R, R[, on a
+oo
zf(x) = Z ap-_12",
n=1

+o0 “+oo
f(x) = Z napz™ 1t = Z(n + Dapy12”,
n=1 n=0
—+o00 —+o00
xf(x) = Z n(n —1)a,z" ' = Z(n + Dnayy12™,
n=2 n=1
donc, comme f satisfait (E),
+oo
Ve el - RR[, ar+ Y [(n+1)2an+an_1]a" =0.
n=1

Par unicité du développement en série entiére de z — 0, on en déduit :

a1 = 0
Vn € N*, (n+1)%an41 = —an_1.
On en déduit par récurrence que Vn € N, ag,+1 = 0 et

_ TAy(n—1) A2(n—2) . _ (=D"ao _ (=D ao

P T T @R -0 T @M -1 22 42
Ainsi,

S
Vo €] — R, R], f(a:)zaozmx .
n=0 !

— FEtape 2 : Syntheése. Cette série entiére a un rayon de convergence R = oo d’aprés le critére de d’Alembert puisque

2

(Rl .
4(n+1)2 n—+o00

Vx € R, (0§ 1)!2(_1>nz

Alors, les calculs précédents assurent que f est solution de (E).
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(=1~
4n(nl)?

+oo

Posons Jy : z € R — Z 22", On a montré que .Jy est 'unique solution de (E) développable en série entiére au
n=0
voisinage de 0 valant 1 en 0.

Soit f une solution de (E) sur un intervalle ]0, a[.
— FEtape 3 : condition nécessaire. Supposons que (f, Jp) est une famille liée. Alors f est bornée au voisinage de 0.

— Etape 4 : condition suffisante. Supposons que (f,.Jy) est libre. Sur ]0,a[, (E) s’écrit
1 1 /
Y +-y +y=0
T

donc, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, ’espace des solutions est de dimension 2. Ainsi, (f, Jy) en est une
base, donc le wronskien w = f'Jy — fJ{, ne s’annule pas. Or

Vz €]0, al, w'(z) =

C
donc il existe C # 0 telle que Yz €]0, a[, w(z) = p

Supposons par I'absurde que f est bornée au voisinage de 0. Alors, comme Jy(z) — 1 et Ji(x) — 0, I'égalité
x—0 x—0

veelbal  fedole) — f@) R = <

. c . .
implique que f'(x) ~ —. Alors, d’apreés le théoréme de sommation des équivalents, pour zy €]0, al,

z—0t T
€T , x C
f(z) — f(xo) = fi()dt ?dt =C(lnz —Inxzg)
o z—0F 3,
donc f(z) ~ C'lnzx : absurde.
z—0t
— Conclusion : Jy est bien I'unique solution de (F) vérifiant Jy(0) = 1. O
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26 Equation de la chaleur dans une barre
H. QUEFFELEC, C. ZUILY, Analyse pour l’agrégation, 4° édition, Dunod. Théoréme VI.7, page 109.

Recasage : 209, 222, 241, 256.

On considére le probléme suivant : trouver une fonction u telle que

ueC’(@Q)NCi(Q) (6)
Oiu —82u20 sur Q (7)
u(0,t) = u(L,t) =0 t>0 (8)
u(z,0) = h(z) «€]0,L]. (9)

oit h € C'([0,L]) telle que h(0) = h(L) = 0, et C?(Q) est 'ensemble des fonctions de (z,t) dérivables en ¢ et deux fois
dérivables en z.

Montrons que (1) — (4) admet une solution de classe C* sur Q.
On cherche u de la forme u(z,t) = f(xz)g(t). Alors (2) impose
V(z.t)e @, g'(t)f(x)=f"(z)g(t).

En supposant que u ne s’annule pas sur @), on en déduit qu’il existe une constante A\ € R telle que

* 1°* cas : A > 0. Alors il existe A, B € R tels que Yz € [0, L], f(z) = AeV? 4 BemV2 Mais (3) impose

A+B = 0
AeVAL + Be VA = .
1 1 . . .
Comme | 5 o—VAL| = -2 sh(ﬁL) # 0, on en déduit que A = B = 0 = u(x,t) ce qui contredit ’hypothése.
e

* 2¢ cas : A = 0. Alors il existe A, B € R tels que Vx € [0, L], f(z) = Az + B. Mais (3) impose B=0¢e¢t A=0:
contradiction.

Ainsi, A = —¢£2 avec ¢ € R. 1l existe donc (A, B) € R*\{(0,0)} tel que :
V(z,t) € Q, f(z) = Acos&x + Bsinéx g(t) = e €,
La condition (3) impose A =0 et Bsin{L =0 d’ou, £ € %Z.

On a donc une famille de solutions possibles pour (1)-(3) :

2,2
. . — . /nmzx _nim
V(bnnez € RE VR € Zy s (,8) € Qs bysin (M1 ) exp < — t) :

On cherche désormais a remplir la condition (4), en s’appuyant sur la linéarité de 1’équation.

Soit h la fonction 2L- périodique, impaire, telle que h\[o £] = h. Comme h(0) = h(L) = 0, h est continue sur R et C!
par morceaux. Sa série de Fourier converge donc uniformément sur R vers h. Comme h est impaire, on a donc :

+o00
VeeR,  h(z) =Y bysin (2L
@ x n; m( L)

2 [F n
ou, pour tout n € Z, b, = f/ h(zx) sin (%) dx et la série converge normalement sur R. On définit :
0

+oo
u:(z,t) €Q > ansin (?) exp (

n=1

2,2 oo
t> =: Zun(z,t). (5)
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Comme les (uy, )nen+ sont continues et la série converge uniformément, u est continue sur Q. Montrons qu’elle est C*° sur
Q et qu’on peut dériver terme a terme. Les (u,) sont de classe C* sur Q et, pour tout n € N*, « € N et £ >0, on a :

2,2
nem
V(z,t) € [0, L] X [g,400], 0%y, (,1)] < Ch|bp|n? exp (— I 5>
qui est le terme général d’une série convergente, uniformément en (¢, z). D’aprés le théoréme de dérivation, u est donc C*°
sur () et on peut dériver terme & terme.
Ainsi,
— w vérifie (1).

+oo

— On vérifie que Oyu — 02, u = Z(@tun — 02 ,u,) = 0 donc u vérifie (2).
n=1

— sit >0, u(0,t) = u(0,L) =0 donc u vérifie (3).

nwx ~
— stz € [0, L], u(z,0) = an sin (T) = h(z) = h(z) donc u vérifie (4).
n=1
On a donc exhibé une solution u & I’équation de la chaleur, de classe C*° a l'intérieur de la barre juste aprés 'instant initial.
Y-a-t-il unicité ? Démontrons le lemme suivant.

Lemme 26.1 (Principe du maximum)

Soit u € C°(Q) NC}(Q) telle que Pu(x,t) >0 sur Q, ot P = 92, — d;. Soient T > 0 et K = [0, L] x [0,T]. Alors

supu = Ssup u.
K KnaQ

> Soient € > 0 et u. : (2,t) € Q > u(x,t) + ex?. Alors Pu. = Pu + 2¢ > 2¢ sur Q. Par ailleurs, soit m. = (v.,t.) € K
tel que ue(me) = Max u.

Supposons par I'absurde que (z.,t.) ¢ K N 0Q.

* Comme 0 < . < L, dyu-(m.) =0 et 92, u-(m.) <O0.

— lim ua(-rmte - h) - u£<m€) > 00.
h—0+ —h -

Ainsi, Puc(m:) <0 ce qui contredit Pu. > 2¢. Donc m. € K N9Q et

* Comme 0 < t. < T, Qyu(m,)

supu < sUpUes = Sup us < sup u+eL?.
K K

KNaQ KNaQ
A la limite ¢ — 0, on obtient le résultat car supu > sup u. (|
K KNdQ

Soit désormais deux solutions u,v de (1)-(4). Posons w = v — u. Alors w vérifie (1), (2) et
Y(x,t) € 0Q, w(x,t) = 0.
Soit T' > 0. Comme de plus Pw = 0 sur ), d’aprés le principe du maximum,
Yz € [0, L], w(z, T) < 0.

De méme, P(—w) = 0 sur  donc —w(-,T) < 0. Ainsi, w(-,T) = 0. Ceci étant vrai pour tout 7> 0, w = 0 sur Q.
On a donc montré le théoréme suivant.
Théoréme 26.2

Le probléme (1)-(4) admet une unique solution u, et u € C°(Q) NC>(Q) est donnée par (5).
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27 Formule des compléments
E. AMAR, E. MATHERON, Analyse complexe, Cassini. Paragraphe 8.4.4 page 249

Recasage : 236, 245
Théoréme 27.1
0

Y0 < R <1, I'(z)I'1—-2) = — .
o(2) (0 —2) = ="
— D’aprés le théoréme des zéros isolés, il suffit de montrer le résultat pour z = a €]0,1[. Soit « €]0,1[. D’apres le

>
théoréme de Fubini-Tonelli :

M)l —a) = /
(R?)2
Considérons ¢ : (s,t) € (R})? = (u,v) = (s +t, ;) ¢ est un C'-difféeomorphisme de (R} )? sur lui-méme et, si (R})* >

t «
( ) e~ dsdt.
s

to g5t dpds = /
(Ry)?

(s,t) = gofl(uw),
1 1 1 1
|det(Dyp(s,t))] = — |1 —s :i_~_7:U+
- | t? ¢ t
t o t2
donc )
e " .
T(@)T(1 - a) = / " Gudv = / A
(R%)2 ve(1l+v) R: v (14 v)
— Soit @ = C\R; et on considére la détermination de Pargument associée a valeurs dans ]0, 27[. On pose alors
L 1 : i0
= roeiof (1 + reif) siz=re”, 0 €]0,2n][.

f:z»—)za(1+z)

f est holomorphe dans Q\{—1} et a un pole simple en -1 avec
Res(f,—1) !
’ (=)~

— Pour R > 1, on définit le chemin vz = ¢r U Ig UT'rUIL ou

_J L T 37
v {2 0e 2]
1
O’VRQ_RQ}

* Tr ={Re", 0 € [0r,2m — O]} ou Oz = Arctan
R? — 25

*Igz{ti];,te

D’aprés le théoréme des résidus
/ f(2)dz = 2ime™"™,
TR
Faisons tendre R — 4o0.
* Sur Gg :
1 s s
dz| < X = =
L7 < i R mp
* Sur IE. On a, pour ¢t > 0,
i\“ ) 1 a/2 %
(t + > = <t + R2> exp (zaArctan <t)) m t

R

donc : .
1
Mo Rz,ﬁ[(t)f (tJF R> m 1]Rjr (t) f(t) mesurable,
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F(o)dt.

) f (t + ;)‘ < 1p; (0 (1) € L'(R)
lim f(z)dz =
I R

B ‘1]07 R2_E1§[
donc d’aprés le théoréme de convergence dominée,
R—+00
* Sur Iy . De méme, pour ¢t > 0,
i\“ a/2 1 )
(t + R) = <t2 + RQ> exp (ia <27r — Arctan (?))) m toretima
et, comme précédemment, par le théoréme de convergence dominée, RHT f(2)dz = e~ 2™ / f(®)dt.
—reoJr, R
*Sur I'c g. On a :
1 2R 2RI~
z)dz| < L(I'g) max < =
I'n (2)dz) < L(T'r) z€lr |2|%|1 + 2| = R*(R—1) R—1 R+
Ainsi, a la limite R — 400, on obtient :
(1+e 2™, = 2ime™ ™
soit -
I, = — .
sin o
52
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28 Formule sommatoire de Poisson

X. GOURDON, Les maths en téte : Analyse, 2° édition, Ellipses. Probléme 4 page 272.

Recasage : 236, 241, 246.

Théoréme 28.1 (Formule sommatoire de Poisson)

Soit f : R — C de classe C' telle que f(z) = O (&) et f'(z) =

|z|—+o0 ~ "

o (ﬁ) pour o, 3 > 1. Alors la série de
T|—+400

fonctions de terme général (f(- + n))nez converge normalement sur tout compact de R et

Vo € R, Z flx+n)= Z Fln)e2imne

neZ ne”Z
ou, pour tout £ € R, f(§) = / f(t)e 2t ar,
> — Montrons que la série de terme général (f(- +n)),ecz converge normalement sur tout compact de R. Soit M > 0 tel
que pour tout |z| > 1, |f(z)] < — P Alors, pour R > 0, par l'inégalité triangulaire,
M M
Vo€ [-R,RVn|>R+1,  |fz+n)|< < :
|z +n|* ~ |[n] — R|*

qui est le terme général, indépendant de =, d’une série convergente, d’ou le résultat.
On en déduit en particulier que la série converge simplement sur R. Notons F' sa somme.

— De méme, la série de terme général (f/(- + n))nez converge normalement sur tout compact de R. Alors, d’aprés le
théoréme de dérivation des séries de fonctions, F' est de classe C! sur R.

— Par ailleurs, F' est 1-périodique. En effet, pour = € R,

N+1
VN € N, Zfa:+1+n Z flx+n)
n=—N —N+1

d’ot, a la limite N — 400, F(x 4+ 1) = F(x).
Calculons les coefficients de Fourier de F' : pour n € N,

1
217rnt _ 2imnt
/OF( dth/ ft+k)e*mide

kEZ

cn(f)

k+1 [e's)
Z/ M f(t)eQiﬂntdt _ /+ f(t)e%ﬂ'ntdt _ ]?(n)
k

kEZ e

— Comme F est de classe C!, sa série de Fourier converge uniformément sur R vers F' donc

Vo € R, Z flx+n)= Z Fln)e?mne.

nezL ne”Z

Proposition 28.2

Soit 0 :t € R} +— Z e~™t . est bien définie sur R et
nez

VEERL,  0(t) = —0 <1> .
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> Soit @ > 0. On applique la formule sommatoire de Poisson & f: z € R — e Ona:

y Tt —zimnt L [T 2 oy 1 n
Vn € Z, f(n)z/ioo e e_Z“"dt:ﬁ[m e e ﬁdu:\/al(\/a>

+oo
oulonadéfini/:zeR— / e~ e2imrudy,  Cherchons une équation différentielle satisfaite par I.
-0

— I est de classe C'. En effet,
—u?  —2inzu 1 —u? 1
*VeeR ueR—e e € L,(R) care™ € L, (R),
VU ER, z € R s e~ e 2imau ¢ C'(R),
* V(u,z) € R?, ’67“26*2”‘/”“ <e e L!(R) indépendant de z,

donc d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, I est de classe C* sur R et

+oo )
Vz € R, I'(x) = —2i7r/ ue™ v em2imru gy,

— 00
— Or, par intégration par parties, pour tout x # 0,

—2irux T +oo
1 , 1 1
I(z) = et e - = / ue" e 2imuT gy = —1I'(x)
2wy |_  2imx 2imx 1w

— 0o

donc, comme I'(0) = 0,
Vz € R, I'(z) = —2n%zl(x).

On en déduit, comme 1(0) = /7, que :

VeeR, I(z)=I0e "% =\re ™.

i 7r2n2
— Ainsi, Vn € Z, f(n) = T2, D’aprés la formule de Poisson :
V «

,2

2
mTm -
- 627,71'7130

Vo € R, Z emolztn)® — \/ZZ e~

nez nez

donc, en x = 0 et avec a = 7t,

vt > 0, Z e = % Z e‘#

neZ nez

VES0,  6(t) = %9 (1) .

€.
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29 Image de I’exponentielle

M. ZAVIDOVIQUE, Un Max de Math, Calvage & Mounet. Probléme 9 page 48.
Recasage : 156, 204.

Théoréme 29.1
Soit A € M,,(C). Alors exp(C[A]) = C[A]*.

> — Etape 1 : C[A]* = C[A] N GL,(C) L’inclusion C est évidente. Si M € C[A] N GL,(C) alors, M ' comme est un
polynéme en M, c’est bien un polynéme en A.

— Etape 2 : exp(C[A]) C C[A]*. En effet, si M = exp(N) avec N € C[A] alors I,, = exp(N)exp(—N) = M exp(—N)
donc M € GL,(C). De plus, C[4] est fermé comme sous-espace vectoriel de M,,(C) donc M = exp(N) € C[A]. Le point
précédent permet de conclure.

. -1
— FEtape 8 : C[A]* est un ouvert connexe de C[A]. On a C[A]* = C[A4] N det(C*) donc C[A]* est un ouvert de C[A4].
Montrons qu’il est connexe par arcs. Pour M, N € C[A]* on a :

vz € C, M(z) =zM + (1 —2)N € C[A].
On va donc chercher un chemin de la forme
vt € [0, 1], M(z(t)) = 2z(t)M + (1 — 2(t))N

avec t — z(t) continue telle que z(0) = 0 et z(1) = 1. De plus, 'application z — det(M (z)) est polynomiale en z donc elle
a un nombre fini de zéros. En considérant

Va € R,Vt € [0, 1], za(t) =t +iat(l —t),
comme (t,a) — z4(t) est injective, on peut trouver a € R tel que Vit € [0, 1], det(M (24(t))) # 0 et 2,(0) = z,(1) = 1.
— Etape J : exp(C[A]) est ouvert. On a exp(0) = I, et dexp(0) = Idy, () donc, d’aprés le théoréme d’inversion

locale, il existe des voisinages ouverts U de 0 dans C[A] et V de I,, dans exp(C[A]) tels que l'exponentielle réalise un
C'-diffeomorphisme de U dans V. Alors, pour B € C[A], on a

exp(B +U) = exp(B) exp(U) = exp(B)V
(car B commute avec les éléments de U) donc exp(B)V est un voisinage ouvert de exp(B) inclus dans exp(C[A4]).
— Etape 5 : exp(C[A]) est fermé dans C[A]*. On a :

ClA]"\ exp(C[4]) = U M exp(C[A]).
MECIAP exp(ClA) ™ ouve

ouvert
En effet,
Cl[A]"\ exp(C[4]) = U M{exp(0)} C U M exp(C[A])
MEC[A]*\ exp(C[A]) MEC[A]*\ exp(C[A])

et si M € C[A]*\ exp(C[A]) et N = M exp(B) avec B € C[A], alors N € C[A]* et M = N exp(—B) ¢ exp(C[A]) donc
N ¢ exp(C[A]).

— Conclusion : Par connexité de C[A]*, on a exp(C[A]) = C[A]*. O
Corollaire 29.2
exp(M,,(C)) = GL,(C).

> Soit A € GL,(C). On a A € C[A]* = exp(C[4]) C exp(M,,(C)). O
Corollaire 29.3
exp(M,(R)) = {A?, A € GL,(C)}.

> Soit M € M, (R). Alors exp(M) = exp(M/2)?.
Soit M = A% € GL,,(C). Alors il existe P € C[X] tel que exp(P(A)) = A. Comme A est a coefficients réels,
exp(P(A)) = exp(P(A)) = A= A donc exp((P + P)(A)) = M € exp(R[A]) C exp(M,(R)). O
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30 Inégalité de Heisenberg
B. CANDELPERGHER, Calcul intégral, Cassini. Paragraphe 7.11.1 page 383
Recasage : 250.

Théoréme 30.1
Notons, pour f € S(R),

2 = / 2f@)Pde £ = / EIFF(6) e

V(f) = /}R (r— 2o |f@)Pdr  V(Ff) = /}R (€ — )2 FA(6) .

Soit f € S(R) telle que || f||, = 1. Alors

1
VIOVIFS = 75

> —Etape 1 : Réduction au cas xo = 0,&y = 0. Posons
g:x € R e 20 (1 4 1),

Alors
Ve € R, Fg(€) = 208 Fr(e 4 &0).

Ona:
lg> =1f(+m)>  |Fgl> =|Ff(+&)I

d’ou l'on déduit que [|g|l, =1 et .Z‘(()g) =0, fég) =0et V(f)=V(g), V(Ff)=V(Fg) et
Vig)=lle = ag(@)l;  V(Fg)=IlE > eFg()ll>-
— Etape 2 : Réduction au méme espace. On a :
VEER,  Fg'(§) = 2inEFg(§)
ze.

VEER,  EFg(6) = —F (1.9’) (©)

27 )
donc ) ) L
= EF =—||F(=¢ =— -4
I oo, = 52 |7 (59 = 55 3.
car F est une isométrie sur L2. Il suffit donc de montrer que
1 1 1 2
Vg € S(R — | — .
geS®,  gollerag@la| 79 = g lol

—Etape 3 : opérateurs autoadjoints et relation de commutation. Posons
1

P:geSR)— —¢ € S(R)
i

Q:9€SMR)— (z— xg(x)) € S(R).
En munissant S(R) du produit scalaire hermitien (.,.) de L?, P et @) sont autoadjoint, et on a
i(Po@—QoP)=1d.
Alors, pour g € S(R),
(9,9)
(i{(PoQ—=QoP)g,g)
2Im(Qg, Pg)

21(Qg, Pg)|
211Qgll5 I1Pgll,

2
lgll

INIA I

d’ou 'on déduit :
!

1 2
- > )
Lyl > Liaiz

1
Ve SR), o llz - wgle)ll,
2
]
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Exemple : On définit, pour a > 0,

ol ¢c= (%)71/4. Alors
1
VD=1 et VFEN=15
donc )
VIOVED = 15

Les gaussiennes réalisent au mieux 'inégalité d’Heisenberg.
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31 Inversion de la fonction caractéristique

B. CANDELPERGHER, Théorie des probabilités, Calvage & Mounet. Page 222.
Recasage : 235, 239, 261.

Théoréme 31.1

La fonction caractéristique caractérise la loi d’une variable aléatoire réelle.

> Soit X une variable aléatoire réelle. On va montrer que la fonction de répartition Fx : ¢ € R+ P(X < t) s’exprime
en fonction de px () = E[e"X].

— On commence par exprimer P(X €la,b[) = / 1j4,5(dPx pour a < b. L’idée est de remplacer 1), ;[ par une expression
. R
faisant intervenir e’
Lemme 31.2
Soient T' > 0 et

1 T e—tat _ e—ibt )
Kr:zeRw— —/ — et
2 J_p (X4

On a:

(i) K est uniformément bornée en T,

.. 1
(i) Vo € R, K7 () o Vg pp(z) + 5(1{a}(x) + 1y (),

1 T e—tat _ o—ibt
> Onas T T gi(z—a) (z—a) T(z—a)
i(x—a)t i(z—a)t _ —i(z—a)t T—a) 3
€ (& (& S u
dt = dt =2 d
/_T it /0 it /0 w
donc

vreR, Kp= % (Si(T(z — a)) — Si(T(x — b))

Y sinu

ouSi:yeR— du. Or Si est impaire et continue sur R et vérifie lirin Si(y) = :I:g < 0o donc Si est bornée sur

R. On en déduit que Kt est uniformément bornée.

(#4) De plus, si z €]a,b], Si(T(x — a)) —— T et Si(T(x — b)) —— ~T done Kr(z) ——— 1. On établit de
T—+oo 2 T—+4oc0 2 T— 400
méme que

VeeR,  Kr(e) = Luy(e) + 5 (L () + (@)

(#i7) D’apreés le théoréme de Fubini,

1 T e—tat _ o—ibt ] 1 T e—iat _ o—ibt
KrdPx = — _ wtqp dt = — - t)dt.
/R X T o L, it (/Re Xm) o |y o ex®)

Le théoréme de Fubini s’applique car

/ (/T |e—tat — eibt|dt> APy — /T \/(cosat — cosbt)? + (sinat — sin bt)zdt < oo
R\ -7

T t |t]

d’aprés la régle de Riemann puisque

T % \/(cos at — cosbt)? + (sin at — sin bt)? (b—a)lt|

|t] t—0 [t]  t=0

On déduit du lemme que

1
P(X e]a,b[):/ya,b[dPX:/( lim KT> d]P’X—/ﬁ(l{a}+1{b})d]P>X
R R R

T—+o00
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d’ou, par le théoréme de convergence dominée (K étant uniformément bornée et Px est de masse finie) :

P(X = a) +P(X = b
PX cab) = Jim | Krdpx - ( a); (X=b)

lim — .
T—+o00 2T J_p ot

1/¢e””—e”“ P(X =a) +P(X =)

Comme Fx(b) — Fx(a) =P(X €la,b]) + P(X = b), on en déduit :

Prt) = Fxto) = tim 5 [ et

],/Teimeiw P(X =a) —P(X =)

et, en particulier, si a et b ne sont pas des points de discontinuité de Fx :
1 T e—tat _ e—ibt
Fx() — Fx(a)= lim — - t)dt.
%) = Pxlo) = Jim oo [

Fx étant une fonction croissante, ses points de discontinuité forment un ensemble D dénombrable. De plus, on a :

Jim (Fx (b) = Fx(a)) = Fx (b)
a¢D

donc, pour tout b & D,

. : | 1 T e—tat _ efibt :
= i im — [ —————px(t)dt.
X( ) a—g;r;oo T—l>r-"r-loo 2m /—T it SDX( )

Enfin, comme la fonction F'x est continue & droite, la relation ci-dessus détermine F'x sur R. O
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32 Méthode de Laplace

Présenté le jour J (legon 218, résultat : 16/20, pas eu le temps de parler de ’application)
F. ROUVIERE, Petit guide de calcul différentiel, 4° édition, Cassini. Exercice 113 page 349.

Recasage : 218, 224, 235, 239.

Théoréme 32.1 (Méthode de Laplace)
Soient a < b < o0, ¢ € C*([a,b[,R) telle que ¢’ > 0 sur |a,b], et f : [a,b[— C continue en a telle que f(a) # 0. On

b
suppose qu'il existe ty € R tel que e ? f € L*(Ja,b[). Alors, F : t / e_t“"("c)f(x)dm est définie pour t > tg et

1 e (@ f(q)
) si o Jors F(t) ~ :
(i) si ¢'(a) > 0, alors F(t) Yoo F(a) " ;

—tp(a)
I . ‘ T e f(a)
(1) si (@) =0 et "(a) > 0, alors (1)~ /5w =7

Heuristique Dans les deux cas considérés, ¢ croit strictement sur [a, b[ donc, pour ¢ grand, e~*# décroit rapidement et
la masse de U'intégrale est concentrée sur un petit intervalle [a, a 4+ «] sur lequel on peut considérer

fl@)=f(a)  ox)~pa)+¢'(a)(z - a)

respectivement
¢"(a 2
fl@)=fla)  ¢(@)=¢la) + ——(z~a)
d’on s(a)
F(t) ~ o~ te(a) / e—tga/(a)(a:—a)f(a)dx _ I e f((l)
a ¢'(a) t
respectivement
S ~tela) f(a)
F(t) ~ e t¥(a) / et (@@=a)/2 £(0)dg = L .
( ) “ f( ) 2()0//(01) \/E
Démonstration — On peut considérer ¢y = 0 en remplacant ¢ — tq par t et % f par f.

— L’hypotheése, avec tg = 0, impose que f € Ll(a, b) et, comme ¢ est croissante,
b
wz0, [ et pa)ide < 0l < oo

donc F'(t) est bien définie pour ¢ > 0.
— Comme f est continue en a, prenons a > 0, M > 0 tels que

Vz € [a,a + al, |f(z)] < M.

— Considérons un premier exemple : a = 0 et ¢(x) = x. Pour ¢t > 0,

a at U
—tx _ —u -
t/o e f(m)dxu:—m/o e f(t>dum>f(0)
d’aprées le théoréme de convergence dominée, ’hypothése de domination étant vérifiée grace a la majoration de f sur [0, a.
De plus,

b
1
—tx dzl < e te = - .
/ae f@)dz| < e[| fll 1o 3o \ 7

f(0)

t—+oo ¢

Ceci montre que
F(t)

— On peut désormais traiter le point (i) du théoréme. On se rameéne au cas précédent par changement de variable.
Posons ®(z) = p(z) — ¢(a) de sorte que ® € C*, pour tout z € [a,b], () = ¢'(x) > 0 et ®(a) = 0. Alors & réalise

David MicHEL — 2016-2017 60 ENS Rennes — Université Rennes 1



un C'-diffeomorphisme [a,b][— [0, c[ pour ¢ € RU {+0c}. Notons v sa réciproque. D’apreés le théoréme de changement de
variable, pour ¢ > 0,
b c
F(t) = e [t playde = et [T o) ().
a 0
Or ¢/ x f o1 est continue et non nulle en 0 donc, d’aprés exemple précédent,
—tp(a) / —tp(a)
oy o CEOSEON0) e ()

t—+o00 t ¢ (a)t

— Considérons un deuxiéme exemple : a = 0 et p(z) = z2. Pour ¢t > 0,
« avt ﬁ
\/i/ e f(o)de = / e (u) du — —f(0
e = ()t s

d’aprés le théoréme de convergence dominée, comme précédemment. De plus,

ta? B 1
< Wlian = 2., ()

V7 [(0)

F(t) ~ .
()t~>+oo 2 i

— On peut désormais traiter le point (i¢) du théoréme. On se rameéne au cas précédent par changement de variable.

/a "t f(z)da

Ceci montre que

/
Posons ®(z) = v/p(x) — ¢(a) de sorte que ®(a) = 0 et ®'(z) = _ oM@ pour x > a (car ¢ est strictement
2y ¢p(x) — p(a)
croissante). De plus,
_ " 1"
V@) ~ (z —a)p"(a) ~ /¢ 2(a) S0
T—a 2./ 2(0,) (SIJ _ CL)2 T—a

Ainsi, ® se prolonge en un C' difféeomorphisme [a,b[— [0, ¢[ et, en notant ¢» = &1, d’aprés le théoréme de changement de
variable, pour t > 0,
b c
F(t) = [0 flayda = et [T o) ().
a 0
Comme 9’ x f o1 est continue en 0, d’aprés ’exemple précédent,
VT e 1 £(1(0))¢ (0) T e " f(a)

PO e s Vi VoW v

Remarque : Si f(a) = 0 ou ¢/'(a) = ¢”(a) = 0, on peut pousser les développements limités & un ordre supérieur et
obtenir des résultats analogues.

Application : formule de Stirling On a
+oo
Yt >0, Lt+1) = / e “atda.
0

Comme e “z' est maximal en z = ¢, on fait le changement de variables z = t(u + 1) pour se ramener 4 un maximum en
u=0:
o0

Iit+1)= tt+1/ ety

-1

avec p(u) =u+1—In(u+ 1) et on écrit
0 oo 1 oo
D(t+1) =ttt (/ e dy +/ e_tW(“)du> = ¢! (/ et =Wy —|—/ e_t“’(“)du> .
-1 0 0 0
On a p(0) =1,¢'(0) = 0,¢"(0) =1 et ¢ > 0 sur [0,+00[ et (¢(—-))" > 0 sur [0,1] donc la méthode s’applique et

Tt + 1) et (T T L et
t—+o00 2\t 2.Vt)
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33 Meéthode de Newton

Cours d’analyse numérique de Benjamin BOUTIN (Université Rennes 1) pour le théoréme 1.
I. NOURDIN, Agrégation de mathématiques, épreuve orale, 2°¢ édition, Dunod. Proposition 1.24.5 page 101 pour le
théoréme 2.

Recasage : 205, 208, 215, 218, 226, 233.

Théoréme 33.1

Soit Q un ouvert de R™. On suppose f € C*(Q,R™) et z* € Q tel que :
- f@%) =
— df(z*) € GL(R") et on note C > 0 tel que ||df(z*)"'|| < C
— 3R, L>0,Vz,y € B(z", R), |df(z) — df(y)l < Lz —yll.
Alors il existe r > 0 tel que B(z*,r) C Q et pour tout xo € B(z*,r), la suite définie par

Vk €N, wppr = ok — [df (zx) '] f (21)
est bien définie et converge vers x* avec

V>0, |lzp — 2 < CL ||z, —*)°.

>  On montre que la suite est bien définie. On aura alors montré au passage 'inégalité souhaitée.
— Etape 1 : 3r > 0,V € B(z",r), df (x) € GL(R"™). Soit z € B(z*,R). On a :

df(z) = df(@") = (df(2") = df(2)) = df (@) (1d = [df (z") "' (df (") — df (x))])

A=)

avec

[A(@)] < [af ") [ 1df (2") = df (2)] < CLl2" — ]|

1
), pour tout « € B(a™,r), |A(x)] < 5 < 1 donc Id + A(x) € GL(R"). De plus,

1
Al =min | R, —
ors, avec r = min ( 50T

T Ly M
llar@) = < flaf@) | ad - A@) = < ] |||A I

— Etape 2 : on construit la suite (x1,) par récurrence. Soit xg € B(x*,r) et supposons xy, € B(x*,r) défini pour k € N.
Alors df(z1) € GL(R™) donc on peut poser

T = xp — [df (ze) 7 f ().

Alors,
zrer — 2| < floe — 2 = [df () T (f (@) — f(2)||
< |df @r) (@) = flak) — df (ze) (2 — )|
< st | [ ason+ e e o - [ apa e - a
< 20/ ldf(zg +t(x" —ax)) — df (zp)] |27 — 25| dt
0
< 2CL |z — x| /0 tdt
< C’L||xk—x*|\2§g.

On a donc montré que (xy) est bien définie et prend ses valeurs dans B(x*,r) et

VEEN, kg —a"| < CLlay —2*||.
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1
Posons uy, = CL ||z — z*||. Alors 0 < ugyq < uj et ug = CL||zo —2*|| < CLr < 3 donc, par récurrence,

k
1 2
Vk € N, 0<up < (ug)? < <> —0.
k—+oo
O

Remarque : Doit-on craindre les erreurs numériques inhérentes a 1'utilisation d’un ordinateur ? En effet, partant de x,
on voudrait définir 1 par x1 = f(ug. Mais ce n’est pas possible et on obtient en fait une valeur approchée a e prés de 1,
notée v1. On applique ensuite f & v; et non a x7. Est-ce que ces erreurs s’accumulent 7 Pour des méthodes de résolution
basée sur le théoréme de Picard, la réponse est non en vertu du théoréme suivant.

Théoréme 33.2

Soient (E,||.||) un espace de Banach, a € E, r > 0, ¢ > 0,0 < k < 1. Soit ¢ : B(a,r) — B(a,r) une application
k-contractante et soient (uy,), (v,) € B(a,r)" telles que

— ug =vg € B(a,r)

—Vn €N, upi1 = ¢(vy)

—VneN, ||u, —v,| <e.

Alors ¢ admet un unique point fixe z* € B(a,r) et

n

Vn €N, an—m*HSl_k

> f admet un unique point fixe d’aprés le théoréme de Picard. Montrons par récurrence sur n € N* que

kn n—1 ,
[lon — %] < [l —u0||+EZkJ’.

1-k ,
i=0
—n=1:0na
lur = 2*[| = l¢(uo) — (™)l <k lluo — 2™ < klluo — wall + k [y — 27|
k
dotu ||ug — z*| < T % |lur — wol| donc
* * k
lor =27 < flu = 27| + [luy =il < 7= [lur = uol| +&.

— Supposons le résultat pour n € N*. Alors

[tnt1 =" + [[vns1 = uppa
[d(on) — o)l +& < kflvn — 27| +¢

[ont1 — =7

INIA

kn+1 n )
< 1% [lur — ol —i—sZk’.
i=0
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34 Meéthode du gradient a pas optimal

J.-B. HIRRIAT-URRUTY, Optimisation et analyse convere, EDP Sciences. Exercice 1.9 page 17 pour le lemme 1.
Cours de Thibaut DEHEUVELS (ENS Rennes), pour le théoréme 2.

Recasage : 158, 162, 181, 215, 219, 229, 233, 253.

Lemme 34.1 (Kantorovitch)
Soit A € S (R). Pour tout » € R",

2
1 A A
4 < —1 < Al n 4
o < (Az,a) (A Me,0) < 7 (|25 ) el

ot A\y > -+ > A\, > 0 sont les valeurs propres de A.

> Par homogénéité, il suffit de montrer le résultat pour ||z|| = 1. De plus, on peut supposer A\; > ), car sinon le résultat
est immédiat. . .
— Comme A € S;7T(R), il existe P € O, (R) telle que 'PAP = diag(\y,...,\,) = Aet ‘PA™IP = diag (}\, ey )\) =
1 n
A~ Alors,

Vo € R", (Az,z) (A 2, 2) = (A(Px), Px)(A™' (Px), Px).

En effectuant le changement de variables x — P, il suffit de montrer que

2
_ 1{ N,

Yy eR™ yl =1, 1<(Ayy) (A7 gy <2 [/ +/52 ] -
a\Va TV

1
— Soit y € R™. Pour k € [1,n], on note M}, le point de coordonnées ()\k, )\). Soit M le barycentre des points M
k

affectés des coefficients 7. Alors M a pour coordonnées

n n 2
(Z Ars z;\’“) = ((Ay, ), (A7 1y, y)) -
k=1 k=1"%

Tous les M, sont dans I'intersection de Iépigraphe de u — 4! et du demi-plan inférieur délimité par la droite (M;M,,),
qui est convexe, donc M est aussi dans ce domaine. On peut donc borner 'ordonnée de M :

1 1 11
L NN < (A 4=
<Ay,Ay>_< y,y>_)\1/\n< y,y>+A1+/\n

d’ou
(Ay, y) (A 4+ A1 — (Ay,y))

1< (A AL < )
<{(Ay,y) (A" "y, y) < W

u(A + Ay — u) ) . AL+ A,
)\—)\ atteint son maximum en u =
1\n

2
) MEM?Z 1/A A 1 \/71 \/E

< 1 <<17:7 —_— -— - — .
L= Buu(A- ) < == (,\n by +2) 4 ( W VN

Or la fonction u — et on obtient

O

Méthode du gradient a pas optimal On veut minimiser f: x € R" — (Ax,z) — (b,x) ot A € ST, et b € R™. Pour
cela, on se donne g € R™ et on construit par récurrence la suite (zx)r>0. Supposons z, défini. Alors si dy = =V f(z) =0
alors zj est un minimum et on s’arréte. Sinon, on définit pg 'unique réel positif minimisant ¢ — f(xx + pdx) et on pose
Tht1 = T + prdy.

Théoréme 34.2

A
f a un unique minimum, atteint en z*.. Notons k4 = || A, [|[A™"]|, = )\—1 le conditionnement de A. Alors, pour tout
n
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keN,

k
1
—z¥| < —x¥.
Jox =] r( +1> o — 7]

> — Etape 1 : détermination du pas optimal. On a, pour k € N,
f(@r41) = inf f(zr + pdi)
pER
donc <Vf(1‘k+1)7dk> =0 d’ou <dk+17dk> =0et <A({Ek + pdk) —b,di, =0 te. <—dk + pAdk7dk> =0 d’ou

il
(Ady, dy)”

— Etape 2 : estimation de Uerreur. On pose e, = x; — z*. On a alors
An llexll? < (Aek, ex) < A flex]|?.
De plus, Aey, = Az, — b — (Ax™ — b) = —dg, pour tout k € N. Alors,

Aegq1, er + prd)

(Aery1, ery1) = (
<A€k+1 , €k>
(
(

Aeg, ex) + pr(Ady, ex)

il (Ady, ex)
(Ady, di) (Aey, er)

Aek,ek> (1 +

I *
- A 1-
k) ( (Ady, dy.) (A Tdy,, dy)

40 Ay
< (Aey, e 1-—
Kantorovitch ook ( )\1 +>\ )
A1 —
< (A
e (B’
Ka—1
< A
< e (27)
Ainsi,
Vk e N (Aey, ex) < ra—l 2k<Ae €o)
ks> €k P 0, €0
d’ott ok
A1 (ka—1 2
k k|2 < 2L ok
when,  fo-af < 3 () oo o)
d’oit le résultat. O

David MicHEL — 2016-2017 65 ENS Rennes — Université Rennes 1



35 Modéle de Galton-Watson

Recasage : 223, 226, 260, 264.

o0
Soit X une variable aléatoire discréte intégrable. On note py = P(X = k) et m = E[X] = Z kp.
k=0
Soient (X; p)in des variables aléatoires iid de loi Px. On pose Zy =1 et

ZW,
Vn eN, Zni1 = Xin.
=1

Zy, représente le nombre d’individus & la n-iéme génération. X; , est le nombre de descendant de
I'individu 7 de la génération n.
On s’intéresse a la probabilité d’extinction P(3In € N, Z,, = 0).

Lemme 35.1
Pour toutn e N, i € N, Z,, L X, ,.

> Par récurrence, car Z, dépend de Z,_; et X; 1. O

— On note m, =P(Z, =0) et

Too = P(3n € N, Zn:O):IP<UT{Zn:O}> = lim m,.

n—-+oo
neN

— Si pg =0, alors Vn, Z, > 1 ps et donc 7 = 0.
— Sipg =1, alors Vn, Z, =0 ps et 5 = 1.
— On suppose désormais que pg €]0, 1[. On définit la série génératrice des moments de X par

G(s) =E[s*] = Zpksk.
k=0

Proposition 35.2

(i) G est C* sur [0,1].

i1) G est strictement croissante sur |0, 1].
%

(
(43i) G est convexe sur |0,1][.
(iv) G est strictement convexe sur |0, 1[ si et seulement si pg + p1 < 1.

> (i) Pour tout k > 0, s — pes® est Ct sur [0, 1], la série Zpk converge, la série Zpksk converge normalement donc
k>0 k>0

uniformément sur [0, 1]. On en déduit que G est C* sur [0, 1].

“+ o0 +o0
G est la somme d’une série entiére sur [0, 1] donc G'(s) = Z kpps® et G"(s) = Z E(k —1)s"2. Soit kg > 0 tel que
k=1 k=2

Diy > 0.
(ii) G'(s) > kopr,s™ ' > 0 donc G est strictement croissante sur ]0, 1].
(iii) G"(s) > ko(ko — 1)pr,s™ ™2 > 0 donc G est convexe.
(iv) Si po + p1 = 1 alors G est affine et donc pas strictement convexe.
Si po + p1 < 1, il existe kg > 1 tel que pg, > 0 et comme en (iii), G”(s) > 0 et G” est strictement convexe. O

Pour tout n > 0, on définit la fonction génératrice des moments de Z,, :

+oo
Gn(s) =E[s7"] =Y P(Z, = k)s".
k=0
Proposition 35.3
On a :

Vn € N, G,=Go---0G

n fois
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et E[Z,] = m".

> Montrons-le par récurrence. C’est vrai pur n =1 et

+oo k +oo k
Guia(s) = Bt Xme) B |3 1z [ = 3 P(Z, =0 [[El]
k=0 i=1 T(J)rnfl_ui k=0 i=1 E[sX]

+00
> P(Z, = k)G(s)* = Gn(G(s)).
k=0

Alors,
nt1(8) = G'(5)G,,(G(s))

donc, en s = 1 et par récurrence,

E[Z,.1] = E[X]G

n(l) =m"*!

Proposition 35.4

Teo €St le plus petit point fixe de G sur [0, 1].

> On a Guyi1(s) = G(Gy(s)) dong, en s = 0, mp11 = G(my,). Comme G est continue, on en déduit 7o = G(7s). Soit
de plus w € [0, 1] un point fixe de G. Montrons par récurrence que 7, < u. On a m = G(m) = G(P(Zy = 0)) = G(0) <
G(u) = u car G est croissante. De plus, si 7, < u, alors, par croissance de G, m,4+1 = G(m,) < G(u) = u.

Théoréme 35.5

Sim <1 alors meo = 1. Sim > 1 alors m est I'unique point fixe de G sur )0, 1].

Remarque : G(1) =1 et G a au plus deux points fixes. En effet, si pg + p1 = 1, alors G est affine et G(0) = po > 0
donc G n’a qu’un seul point fixe.

Si pg + p1 < 1 alors G est strictement convexe. Supposons par I'absurde que G a trois points fixes distincts. Alors
d’aprés le théoréme de Rolle, G’ — 1 s’annule en a et b, avec 0 < a < b < 1. Comme G’ — 1 est croissante, on en déduit
que G’ — 1 est nulle sur [a,b] ce qui contredit la stricte croissance de G’ — 1, qui vient de la stricte convexité de G.

> Notons h = G — Id. (Raisonner sur les tableaux de variations)

Casm > 1. W'(0) =p1 —1 <0 <m—1= h'(1) donc, comme h est continue, il existe a €]0,1[ tel que h'(a) = 0.
Comme 1’ est croissante, on en déduit que h est décroissante sur [0, o] et croissante sur [, 1]. Comme h(1) =0 et a < 1,
on en déduit que h s’annule sur |0, 1] : il existe yo €]0, 1] tel que G(yo) = yo. 1 et yo sont donc deux points fixes de G. yg
est donc I'unique point fixe dans |0, 1[.

Cas m < 1. h' est croissante sur ]0, 1[et A'(1) = m — 1 < 0 donc h est décroissante sur [0,1] et vaut 0 en 1. Comme h
ne s’annule qu’au plus deux fois, 1 est le seul point d’annulation de h ie. 'unique point fixe de G. |
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36 Probabilité que deux entiers soient premiers entre eux

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Exercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 1, 3° édition, Cassini.
Exercice 4.33 page 156.

Recasage : 190, 230.

Proposition 36.1

Pour n € N*, on note r,, la probabilité que deux entiers choisis au hasard dans [1, n]]2 soient premiers entre eux. On

a:
6
Tnp —————> —&.
n—-+oo 7T2

. . 1 & n|z
— FEtape 1 : Montrons que pour tout n € N*, r, = 3 ;u(d) LEJ , 0U

1 sid=1
Vd e N*u(d) =< 0 si d a un facteur carré
(=% sid=rp;...pr avec les p; premiers distincts.

Card A,
n?
nombres premiers distincts dans [1,n]. Pour i € {1,...,k}, notons U; = {(a,b) € [1,n]?, pila et p;|b}. On a :

k C
An = (U Uz>
=1

k
Card 4,, = n?> — Card (U Ui> .

i=1

Soit n € N*. On note A,, = {(a,b) € [1,n]* a Ab= 1} de sorte que r,, = Soit {p1,...,pr} I'ensemble des

donc

On utilise la formule du crible :

Lemme 36.2
Soient Uy, ..., Uy des ensembles finis. On a :
k
Card <U Ui> = Y (=% Card (ﬂ Ui> .
i=1 0£IC[1,k] iel

POU.I' I= {ila"'aié} C [[l,kﬂ, on a :
2
2 n
Card ﬂ U; | = Card {(a,b) € [1,n]?, pi, -~ pi,la et pi, "'pig|b} _ {J _
icl Diy - Diy
Ainsi,
2
CardA, = n?— 1yt {nJ
>, (1 -

{i1,..,ie }C[1,K] Diy -

2
n
= n?24+ E N(pil "'pz‘@) {pJ
iy

{irroin} CILKT Pito

On a donc montré que
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1 .
—. Considérons

p 1 |1n |2
— : ) ’é ) | — ~
Etape 2 : Exploitons ’équivalent 2 LdJ W

Pour tout 1 <d <n, on a L%J > % — 1 d’ou 'on déduit

n2 nd n2ld az —
Alors,
" u(d) /2 1 2e-1 1 Inn
" az | - (nd+n2 nzd+n n—too \ N
d=1 d=1 d=1
d
grace a ’équivalent des sommes partielles de la série harmonique. Comme la série Z % converge absolument,
d>1
+
. = p(d)
" n—+o0o d2 ’
d=1

+oo “+o0
. d 1
— FEtape 3 : Il ne reste plus qu’a montrer que (Z L )> <Z ) = 1. Les deux séries convergeant absolument, la

d? n2
d=1
1(d)

(nd)? (n,d)eN?

n=1

famille est sommable. Alors,

+o0 +oo +oo +oo

p(d) 1) _ p(d) pld) 1

() (Eh)- & -5 s

d=1 n=1 (n,d)eN2 p=1 d|p p=1 d|p

Montrons que, pour n € N*, Zu(d) = d1. Pour n =1, c’est vrai. Soit n > 2. On écrit n = p{* ---p* avec ay > 1 pour
d|n

tout 1 < ¢ < ket py,...,p, des nombres premiers distincts. Pour d|n, u(d) # 0 si et seulement si d = p;, - - - p;, et dans ce

cas p(d) = (—1)°. Pour un £ € {1,...,k} fixé, il y a (?) tels choix de d. Ainsi,

d|n =1
Ainsi,
“+o0 +oo
p(d) Zi 1
d? n2 |
d=1 n=1
d’ou
. 6
lim r, = 5
n—-+o0o
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37 Théorémes angulaire d’Abel et taubérien faible
X. GOURDON, Les maths en téte : Analyse, 2° édition, Ellipses. Exercices 10 et 11 page 252.

Recasage : 207, 223, 224, 230, 235, 241, 243

Théoréme 37.1 (Abel)

Soit Z a,z™ une série entiére de rayon de converge > 1 telle que Z a, converge. On note f la somme de cette série
n>0 n>0
entiére sur B(0,1). Pour 6y € [0, 5[. On pose

Ago = {Z S B(O,l)7 Hp > 0,30 € [—90,90}, z=1-— pew}.

Alors, la limite suivante existe et

il_)rri f(z)= ian.

zEAgo n=0
“+o00 N
> Notons S = Zan et,pour N €N, S, = Zan et Ry =5 — Sy.
n=0 n=0

Soient z € B(0,1) et N € N. Par une transformation d’Abel, on obtient :

N N N
<Z anz”> — Sy = Z an (2" —1) = Z(Rn_l —R,)(z" —-1)
n=0

n= n=1
1
N-1 N
= Z R, (2"t —1) - ZRn(z" —1)
n=0 n=y
0
N-1
= R,(z"" —2") — Ry(zN — 1)
n=0
N-1
= (2=1))_ R.2" - Ry(z" -1).
n=0

N
Comme Zanz" ——— f(2), Sy ——— S, et Ry(2Y —1) ——— 0, on en déduit que la série de terme général
—o N—+oo N—+oo N—+oco

(Rp2") co;lverge et :
—+oo
fz)=S=(2-1) Z R,z".
n=0

Soient € > 0 et N > 0 tel que Vn > N, |R,| < . Alors,

a = N |z — 1]
£ = SIS le =1 Y Ral ez =11 Do Jol" <le =1 o 1Ral e
n=0 n=N+1 n=0

Supposons z € Ag, avec z = 1 — pe’, § € [—6y, 0g]. Alors, |2|> =1 — 2pcosf + p* et, si p < cos by,

lz—1] |z2—1] 2p 2 2
- (14 ]2]) < < <2
11—z 1—|z? 2pcos® — p? ~ 2cosf —p ~ cosby
N
Soit & > 0 tel que az |R,| < e. Alors, tout pour z € Ay, tel que |z — 1] < min(a,cosby), on a |f(z) — S| <
n=0
2
€ <1 + ) Ainsi, lim f(z) =S. O
cos fy z—1
EISVAV
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Remarques : — On en déduit

e 3 e awtane =

= lim = lim Arctanz = —
= 02n+1 z—1— 2n+1 z—1- 4
(-1)"

car la série de terme général converge par le critére des séries alternées.

2n+1
— L’existence de la limite n’implique pas la convergence au bord :

11
m (—1)"z" = i -
Jm (=1)%e" =l =g

mais la série de terme général (—1)" ne converge pas.

L. . . 1
On a une réciproque partielle si a,, = o — .

n—+oo \ N

Théoréme 37.2 (Taubérien faible)

Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence égal 4 1. Notons f sa somme sur B(0,1). On suppose qu’il
n>0

“+oo
1
existe S € C tel que lim f(z)=S5.Sia,= o (), alors la série de terme général (a,) converge et Z an = S.
n

z—1— n—+00
n=0

N

> Pour N € N, notons Sy = Zan. Pour tout N € N* et z €]0, 1],
n=0

N +oo
Sy — f(x) = Zan(l —z") — Z anx”.
n=1 n=N+1

Or, pour tout n € N* et x €]0,1[, (1 —2") < (1 —2)(1 + 2+ --- + 2" ') < n(l — ) donc, en notant M un majorant de
(n]an|)nen (bornée car convergente), on a :

sup nla,|
1[,¥YN — < MN(1— N
Ve €0 1LYN >0, ISy = f()] S MN(L =) + S

Soit ¢ €]0,1[ et Ny € N tel que sup nla,| < 2. Alors, pour N > N,
n>Ng

s = (1= )| = 1+ 1.

De plus, il existe N7 > Ny tel que VN > Ny,

f (1 _ %) 75‘ < e. Donc, pour N > Ny,

|SN—S\<‘SN f(l——)’ ‘f(lf—) s‘ (M +2)e

donc Sy ——— S. O
N—+oo
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38 Théoréme central limite

H. QUEFFELEC, C. ZUILy, Analyse pour l’agrégation, 4° édition, Dunod. Théoréme I1.22 page 540.
Recasage : 261, 262, 263.

Théoréme 38.1

n
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées dans L* avec S, = ZXZ" m =
i=1
E[X1] et 0* = Var(X;) > 0. Alors
S, —nm

N(0,1).

TLO’2 n—+oo

on peut supposer m = 0 et 0 = 1. Grace au théoréme de Paul Lévy, il suffit de montrer

> Quitte & considérer

que, si X ~ N(0,1),
vt e R, Y5, (1) — px(t).

n
N n—-+oo

Or
Lemme 38.2

Si X ~N(0,1), ¥t €R, ox(t) =e /2

> Pour tout t € R, on a @x(t) = B[] = L /+OO e~ T e "y d’aprés le théoréme de transfert. Or
\/% —o0
—VteR,z R~ 67§eim € L'(R)
—VreR teR— e_%e”t est de classe C!
— Y(t,z) € R?, ’e*%ixe”t

donc d’aprés le théoréme de dérivation, ¢ x est de classe C! sur R et

22
= |z|e” 7 intégrable et indépendant de ¢

/ it oo _a22 ixt
P (t) = N ze T et
— 00

Par intégration par parties, on a donc, pour t € R,

Vvt € R,

it 22 ot (i) [T e 9
Oy (t) = TS [—6_76”1 + \/ﬂ/ e~ T et dr = —t2px ().
oo -

On en déduit que
vVt e R, ch(t):goX(O)e_% —e .
|
Notons ¢ = px,. Comme X; € L?, le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres permet de monter que ¢ est

de classe C? et
(0) =EliX] =0 ¢"(0) = B[-X?] = 1.

De plus, comme les X; sont indépendantes,

(t)zE[e“%] :IﬁE[eigﬁk} :@(jﬁ>n-

Or ¢ est de classe C% donc d’aprés la théoréme de Taylor-Young,

2

B

S T LT A 7T W O
4 vn —Y 4 om? n o 2n

avec €, — 0. Alinsi,
n—-+o0o
2 en\”
Vt € R, @sn(t)<1+"> :

11 suffit donc de montrer le lemme suivant :
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Lemme 38.3

Soit (zy,) € CN convergeant vers z € C. Alors

> Pour tout n € N, on a :

k=0 k=0 k=0
avec L
1 nn—1)---(n—k+1
— <1 — ( ) ( )) sik<n
k! nk
Gn k. =
1
T sik>n
Comme a,, > 0, on a :
Zp\ " =
e’n — (1 + ;n) < Zan7k|zn|
k=0
n
< elznl — (1= M
- n
< e\zn\ _ enln(lf%)
2
< el#nl — e‘z"‘*lzfﬁ‘

ln(1+x)217%

z( Zn2)
< el 1 —e 2n

2
< e‘Z"LZ"| )
er>z+1 2n
Ainsi,
z Zj " z Zn |zn||zn|2
e —(1+ < e —e| + el —— ——— 0
n 2’[’L n——+oo
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39 Théorémes de Dini et Glivenko-Cantelli

X. GOURDON, Les maths en téte : Analyse, 2° édition, Ellipses. Exercice 5 page 228
Y. NOURDIN, Agrégation de mathématiques épreuve orale, 2° édition, Dunod. Théoréme 1.25.9 page 109

Recasage : 228, 229, 241, 262, 263

Théoréme 39.1 (Deuxiéme théoréme de Dini)

Soit (fn.)nen une suite de fonctions réelles croissantes’ définies sur un segment [a,b] de R. Si (f,)nen converge
simplement vers une fonction f continue sur [a, b], alors la convergence est uniforme.

> — f est continue sur le compact [a, b] donc, d’apreés le théoréme de Heine, f y est uniformément continue. Soit £ > 0.
Il existe donc n > 0 tel que
Vo,y €lab], Jr—yl<n = |f(z)-fly)l<e
— Donnons-nous une subdivision a = zg < 1 < --- < z, = b de pas < 1. Comme f,(z;) T f(x;) pour tout

1€ {1,...,p}, il existe N > 0 tel que
vnz=N,  [f(zi) = falzi) <e.

— Soient = € [a,b] et i tel que = € [x;,x;+1]. On a, comme les f, sont croissantes,

|f(x) = fulz)] |f(z) = flz)| + [ f(z:i) = falza)| + [falzi) — fal2)]

E+e+ fn($) - fn(xz)

2e + fu(Tit1) — fal®i)

§5 + | fu(@igr) = f(rip)| + [ f(@ig1) = f(@a)] + | f(25) = f()]
€.

VA VAR VAN VAN FAN

O
Théoréme 39.2

Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires iid. Soit F' la fonction de répartition commune des X,,. Pour t € R et
n € N*, on pose

1 n
Fu(t) = D lix<n
k=1

Alors, presque stirement, sup |Fy,(t) — F(t)] —— 0.
teR n——+00

> D’aprés la loi forte des grands nombres, F;,(t) —— F(t) presque siirement. On veut une convergence uniforme en
n——+0oo

t. Comme les F,, sont croissantes, on pense au théoréme de Dini. Probléme : il n’y a pas de continuité et on ne travaille
pas sur un compact. On s’y raméne grace a I'inverse généralisé.
Lemme 39.3

On définit F< :u € [0,1] — inf{x € R, F(z) > u}. On a :

Ve e R,Vue 0,1, FT(u)<z <<= u < F(x).

> — Si F(u) < z alors il existe y < x tel que F(y) > u. Comme F est croissante, F(z) > F(y) > u.
—Siu< F(z)alorsz € {y € R, F(y) > u} donc z > inf{y € R, F(y) > u} = F (u). O

Corollaire 39.4
Si Y est une variable aléatoire réelle de fonction de répartition G et U ~ U([0,1]) alors G (U) a la méme loi que Y.
> OnaP(GT(U)<z)=PU < G(z)) =G(x). O

— On se rameéne alors au cas de variables aléatoires suivant la loi uniforme sur [0,1]. Soit (Up,)nen une suite de variables
indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On a I’égalité de loi suivante :

1< 1<
sup |F,(t) — F(t)| ~sup|— 1ipe — F(t = sup|— 1 — F(t
teRI (t) — F(t)] sup n; (ren<ty — F(t) sup n}; ve<r(r) — F(t)
1 n
< sup |— 1U<s — S| .
s€[0,1] n; {Ukss}

1. Contrairement & ce qui est écrit dans le Gourdon, il n’est pas nécessaire que les f, soient continues.
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Il suffit donc de traiter le cas de variables uniformes sur [0, 1].
— D’aprés la loi forte des grands nombres, pour tout s € [0,1], il existe Ny C Q2 tel que P(N,) =0 et

C 1 .
VYw € Ng, ﬁzl{Uk(w)SS} — s.
k=1

n—-+oo

Comme une réunion dénombrable de négligeables est négligeable, il existe N C € tel que P(N) =0 et

n—-+o0o

C 1 S
Vs €[0,1]NQ,Vw € N¢, - ;; L, (w)<s) —— 8-

C’est encore vrai pour tout s € [0, 1]. En effet, soient s € [0,1], e >0 et w € N. Il existe p,g € Q tels que s —e <p < s <

1 n
q < s+e. Comme s +— — E 1y, (w)<s) est croissante,
n <
k=1

1 1 1«
PO DR (CABEN ) B FENBEN e P SN EN)
k=1 k=1 k=1

d’ou

N IR , RS
s~ e < lminf k; Lvuwyss) < limsup = ];1 Ly w<sp S5+,

d’oul le résultat.

— On a donc montré, pour w € N€,
n

* § = — Z 14y, (w)<s} €st croissante pour tout n € N,
n <

k=1
I .
* ﬁ E l{Uk(w)Ss} m s et s — s continue.
k=1

D’aprés le théoréme de Dini, on a donc convergence uniforme presque partout.
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40 Théoréme de Grothendieck

M. ZAVIDOVIQUE, Un Max de Math, Calvage & Mounet. Probléme 30 page 180.
Recasage : 205, 208, 234.

Théoréme 40.1

Soit (2, A, i) un espace de probabilités et p € [1,+o00[. Soit S un sous-espace vectoriel fermé de L,(Q) tel que
S C LY (Q). Alors S est de dimension finie.

> — Etape 1 : Les normes I[-l, et |-l sont équivalentes sur S. On a

vres. = ([ 1ran)” <1l

donc I'inclusion canonique i : (3, ||.[|.) < (S, [I.]l,,) est continue. De plus, (S, ||.||,,) est fermé dans L%(2) donc S = i H(9)
est fermé dans L7°(2). Alors, comme L (€2) et L;°(£2) sont des espaces de Banach, il en va de méme pour (S, ].[[,) et
(S, |Ills)- Comme i est linéaire continue et surjective, d’aprés le théoréme de 'application ouverte, il existe o > 0 telle
que

vieS,  Ifle <ealfl,-

— Etape 2 : (S, ]|.ly) = (S, ||.ll.) est continue.

* sip < 2alors 1 < — et par I'inégalité de Holder :
p

wres. [imrxuans ([ 1 dan)

done ¥f € S, [|f]l, < [Ifllp d'ott || £l < || flly-
xsip > 2alors, pour f € S, |f(@)[P <|If[2 % |f()]* ppp done [|F]% < [ £I2 || £]3- On en déduit que

1% < a” 1A < 112 111l

dou [|fllc < a® [|f]5:
Dans tous les cas, Vf € S, ||fll, < M| fl,-

— Etape 3 : Majorons le cardinal d’une famille orthonormée de S. Soitn € Net (f1,..., f,) € S une famille orthonormée
dans Li(Q) Montrons qu'’il existe €’ de mesure pleine tel que

Vo e Q' V(er,...,cn) €R,

Pour ¢ = (¢q1,...,¢,) € Q"

n

f < £ —
Z € fl =M Z € fz Pythagore
i=1 00 i=1 2
donc il existe N. tel que u(N.) =0 et
n
Vo € Q\N, Zcifi(x) <M Zcf
i=1 j

Posons N = U N.. Alors p(N) < Z u(N,) =0 et
ceQn ceqQn

Vo e Q' =Q\N,V(cy,...,c,) €Q",
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Comme (c1,...,¢,) ER™ — est continue pour chaque 2 € {)', on a

Zcifi(x)

Vo e . V(er,...,cn) €R,

Alors, pour z € Q', avec ¢; = fi(x) on a
n 2 n
(Z fi<:c>2> <MD filx)?
i=1 i=1
n
d’ou XZfi(a:)2 < M?. Alors, en intégrant,
i=1

n = // Zfi(x)2du(x) < M2

— Conclusion : Comme de toute famille libre de S, par Gram-Schmidt, on peut construire une famille orthonormée de
meéme cardinal, toute famille libre de S a un cardinal < M 2, Ainsi, dim S < M 2, O
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41 Théoréme de Hadamard-Lévy

H. QUEFFELEC, C. ZUuiLy, Analyse pour l’agrégation, 4° édition, Dunod. Théoréme V.3 page 399.
Recasage : 204, 214, 215, 220.

Théoréme 41.1

Soit f € C*(R™,R™). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(¢) f réalise un difféomorphisme de R™ sur R™.
(#) f est propre et Vo € R™, det(df(x)) # 0.

Rappel : Une application f : R™ — R" est dite propre si I'image réciproque de tout compact par f est un compact.
> (i) = (it) : Ok.

(it) = (¢) : Quitte a considérer f: f — f(0), on peut supposer f(0) = 0.
* Il suffit de montrer qu’il existe une application g : R” — R" telle que :

— [fog=Idgn,

— g est surjective.
En effet, sous ces conditions, si x, 2" € R™ vérifient f(z) = f(2'), alors il existe y,y" € R™ tels que g(y) = z et g(y') = ¢/
d'ou y = flg9(y)) = f(x) = f(2') = f(g(¥/)) = ¢/ et donc & = 2’, ce qui prouve I'injectivité de f. De plus, la condition
f og =1Idg~ entraine immédiatement que f est surjective. Ainsi, f est bijective. Comme det(f(z)) # 0 pour tout =z € R™,
d’aprés le théoréme d’inversion locale, f réalise un C2-difféomorphisme local. En particulier, f~! est C? sur R".

* On va construire une fonction réguliére z : R x R® — R" telle que
V(t,y) eRxR™,  flz(ty) =ty
et on posera g : y € R" — z(1,y). Pour y € R", considérons le probléme suivant :

a(t) = [df(z(t)] "'y VteR
{ z(0) = 0. ! ()

Comme f est de classe C?, 'application F : z + [df(z)] 'y est de classe C' sur R™ donc, d’aprés le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, () admet une solution maximale z(¢,y) définie sur un intervalle I =] — T*,T*[, T* > 0. Sur I, on a

S alt,9) = Afalt )il y) =y
donc, comme f(x(0,1)) = f(0) =0, ¥t € I, [(a(t,)) =ty

* Supposons par I'absurde que T* < +oc. Pour tout t € I, on a || f(z(t,y))|| < T* ||ly|| donc z(t,y) € f~1(B(0, T+ |yl))
qui est un compact (par hypothése), ce qui contredit le théoréme de sortie de tout compact. Ainsi, T* = +o00. En parti-
culier, z(t,y) existe sur [0,1] et pour ¢ € [0, 1], z(t,y) € f~(B(0, |ly[))-

* On peut donc définir une application ¢ : y € R™ — z(1,y). D’aprés les calculs précédents, pour tout y € R",
fla(y)) = f(z(1,y)) =y donc fog=Idgn.

* Pour démontrer la surjectivité de g, on fera usage de sa continuité. Démontrons-1a. Soit yo € R". Pour ||y — yo| <
1, on a ||yl < |lyoll + 1. On définit le compact Ko = f~*(B(0,1 + [[yol])) et on considére une boule fermée By centrée en
0 et contenant Ky. Pour tout ¢t € R, d’apreés ce qui précéde, z(t,yo), z(t,y) € Ko done Ax(¢,y0) + (1 — N)z(t,y) € By pour
tout A € [0,1]. De plus, pour t € R,

@(t,y0) — &(t,y) = [df (@ (t,90)] " yo — [df ((t,9))] 1y

Alors,
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x(t,yo) — x(t,y) = /0([df(w(s,yo))]‘lyo—[df(w(s,y))]‘ly)ds

On a, pour

/O [df (5, 50))] " (o — p)dls + / {[df (@ (s, 50) ™ — [df (2(s,9))] 1} wds.

A B

tel0,1]:
IA]| < sup 1A f ()] lly = woll < M lly = ol

et

i1 = |f t ( / C4F (as,0) + (1 — Na(s,9)) (x(s.30) — x(s,y»dx) ds

t
< / sup [1KF ()] (s, 90) — 2(s, y)| ds
0 zE€By
t
< c / (5, 50) — (s, )| ds.
0

On a donc, pour tout t € R,

t
[z, y0) — z(t, y)| < M |ly — ol + C/ (s, y0) — x(s,y)| ds.
0
D’aprés le lemme de Gronwall, on en déduit que

lg(y) — g(wo)ll < M [ly — yoll e

donc ¢ est continue.
* Pour montrer que g est surjective, comme R™ est connexe, il suffit de montrer que g(R"™) est ouvert et fermé.
— g(R™) est fermé. Soit (yr = g(xx)) une suite de g(R™) qui converge vers y € R". Alors f(yx) = x donc,
comme f est continue, z — f(y). Alors, comme g est continue, g(zx) — g(f(y)). Or g(xx) — y donc y = g(f(y)) € g(R™).
— g(R™) est ouvert. Soit yo = g(zo) € g(R™). Alors f(yo) = x¢ donc, d’aprés le théoréme d’inversion locale,
comme df(yp) est inversible, il existe des voisinages ouverts U,, € V(yo) et V,, € V(xo) tels que f réalise un cl-
difféomorphisme de Uy, sur V,,. Comme g est continue et g(zo) = o, il existe un voisinage ouvert W,, C V,, contenant
zg tel que g(W,,) C Uy,. Soit € W,,. On a f~(z) € Uy, et g(z) € Uy, et f(f*(x)) =z = f(g(x)) d’on, par injectivité
de f sur Uy, f~'(x) = g(x) donc f~*(W,,) C g(R™). Comme f est continue, f~'(W,,) est un ouvert contenant yq inclus
dans g(R"™).
O
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42 Théoréme de Lax-Milgram

I. NOURDIN, Agrégation de mathématique épreuve orale, 2° édition, Dunod. Théoréme 1.13.1 page 50 pour le théoréme
H. BrEzis, Analyse fonctionnelle, Dunod. Exemple 2 page 138 pour ’application.

Recasage : 201, 205, 213, 222, 234.

Théoréme 42.1

Soient (H,{.,.),||.||) un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire continue coercive sur H x H :

30,00, fa(wv) <Clullllo]  a(uw) = alul®  VuoeH,
et ¢ une forme linéaire continue sur H. Il existe un unique u € H tel que

Yv e H, a(u,v) = £(v).

1
Si de plus a est symétrique, alors u est I'unique minimum de J : v € H — Ea(v,v) —£4(v).

> — £ est une forme linéaire continue sur H donc d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique
f € H tel que Yv € H, £(v) = (f,v).
— De méme, par continuité de a, pour v € H, application v — a(u,v) est une forme linéaire continue sur H. Il existe
donc un unique a,, € H tel que Yv € H, a(u,v) = {(a,,v). Posons A:u € H — a, € H. Il faut donc montrer :
Ju € H, Au = f.

11 suffit donc de montrer que A : H — H est bijective.
— Pour u,v € Het A€ Ron a

Yw € H, (A(u + M), w) = a(u + A, w) = a(u, w) + Aa(v,w) = (Au + AAv, w)
donc A(u+ Av) = Au+ MAv et A est linéaire. De plus,
Vue H, |Au|® = (Au, Au) = a(u, Au) < C ||ul| || Aul
donc A est continue.
— De la coercivité de a, on déduit que Yu € H, (Au,u) = a(u,u) > o |jul|* d’ott Ker A = {0}. On en déduit également
que Tm A est fermée. En effet, si (v, = Au,) € (Im A)N converge vers v € H, on a :
allup — uq||2 < aup — ug) = (Alup — uq), up — uq) < ||lvp — vyl [Jup — ugl|

d'ont a |lup — ugll < [Jup — v — 0 et la suite (u,) est de Cauchy dans H. Elle converge donc vers u € H. Alors,
q—+oo

par continuité de A, on a Au = lim Au,, = v € Im A.
— Pour montrer la surjectivité, il suffit donc de vérifier que (Im A)*+ = {0}. Soit v € (Im A)*. Alors
0= (Av,v) = a(v,v) > a|v|?
donc v = 0.
— On a donc montré que A est bijective. En particulier, il existe un unique u € H tel que Yv € H, a(u,v) = £(v).

— On suppose désormais que a est symétrique. Alors, pour v € H,

J(u+v)=J(u) + alu,v) —£(v) + %a(v,v) = J(u) + %a(vw) > J(u) + % [v]|?

donc Vv € H,v # u, J(v) > J(u) donc u est "'unique minimum de J sur H. O
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Application au probléme de Sturm-Liouville On considére le probléme

{ —(pu') +qu=f sur]0,1]
u(0) =u(l) =0

ot p € C1([0,1]),q € C([0,1]) et f € L*(0,1) sont donnés avec p(z) > o > 0 Vz € [0,1] et ¢ > 0.
La formulation variationnelle associée & ce probléme est :

1 1 1
Vv € H}(0,1), / pu'v’ —|—/ quu = / fu.
0 0 0

On se place donc dans le cadre H = Hj(0,1) muni de -1 72 0,1
1 1
Yu,v € HE(0,1),  a(u,v) = / pu'v’ +/ quv,
0

0
Vv € H}(0,1), L(v) = /1 fo.
0

Pour u,v € H}(0,1), on a, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(0, 1),

1
()] < / o] < W0y o2,

et
|au, )] < lIpllo 14/l z2g0,1) 1V 22 (0,1) + 1l Ntll 20,1y 1Vl 20,1y < C llull g2 0,1) 101 10,1)

donc a et ¢ sont continues sur H}(0,1). De plus, pour v € Hj(0,1),

1 1
a(u,u) = / pu'? +/ qu* > o ||U/||L2(o,1) 2 Clull 10,1y
0 0

avec C' > 0 d’apres I'inégalité de Poincaré, donc a est coercive. D’apreés le théoréme de Lax-Milgram, il existe un unique
u € H(0,1) tel que a(u,v) = £(v), Yo € H(0,1).

1
Remarque : On en déduit, par définition, que pu’ € H'(0,1) donc v’ = ~pu’ € H'(0,1) et donc v € H?(0,1). Comme
p

pu’ € H'(0,1), par intégration par parties,
1 1 1
/ pu'v' = [pu'v]} —/ (pu’) v = —/ (pu')'v
0 0 0

1
Vv € H}(0,1), /0 (—(pu) + qu— f)v=0.

donc

En particulier,

1
Vo € D0, 1)), / (—(pu') + qu— f)v=0
0 €L2(0,1)

donc, par densité de D(]0,1[) dans L?,
—(pu') +qu=f  pp.

Si de plus f € C(]0,1]), alors comme ¢, u € C([0,1]), on a pu’ € C*(]0,1]) donc u’ = %pu’ € C*([0,1]) donc u € C%([0,1]) et

I’égalité presque partout est vrai partout.
On a donc montré qu’il existe une unique solution faible du probléme, donc une unique solution forte. De plus, cette
solution faible est en fait solution forte.
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43 Théoréme de stabilité en premiére approximation

F. ROUVIERE, Petit guide de calcul différentiel, 4° édition, Cassini. Exercice 46 page 138.
Recasage : 220, 221.

Théoréme 43.1

On considére le systéme différentiel

Y = fy)
(5) { 5(0) = 1o

ot yg € R™ et f: R™ — R est de classe C' et vérifie f(0) = 0. Si Df(0) a toutes ses valeurs propres de partie réelle
strictement négative, alors 0 est un équilibre asymptotiquement stable de (S).

> Notons A = Df(0).
— FEtape 1. Montrons que 0 est un équilibre asymptotiquement stable du systeme linéarisé :

2= Az
(£) { 2(0) = yo

La solution de cette équation différentielle est donnée par Vi € R, z(t) = e yo.
D’aprés le lemme des noyaux, en notant Aq, ..., \; les valeurs propres distinctes de A et myq, ..., my leurs multiplicités
respectives, on a :

k
C" = P Ker(A - Nl,)™ .
i=1 \_\E:—/
Ecrivons la donnée initiale yo dans cette décomposition : yo = 3 + - - - + yx. Soit i € [1,k]. On a :
m;—1 P
€tA'yi _ et/\iet(Af)\iI”)yi _ et/\"' Z E(A _ )\zIn)pyz
i=0

Alors, pour ||.|| une norme quelconque sur C" :
eyl < eMN O L+ 6™ ) lyall < Coe™ A+ (") gl

On en déduit que

k k
HetAyOH < Z HetAyiH <O+ |t|"71) (I?Ef(HyzH) exp <tZRe)\Z-> .

i=1 i=1
Notons a > 0 un réel tel que Vi € [1,k], ReA; < —a < 0. Alors, pour une constante C' > 0, par équivalence des normes et
puisque (1 + [t|)"e*eR°* bornée, on a
28] = [le"*o]| < Ce™** ||yoll

et 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

— FEtape 2. Cherchons une fonction de Lyapunov pour le systéme linéarisé. Pour z1,z9 € R™, d’aprés I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et ce qui précéde,

(e Ay, etAag)| < HetA;le HetAxgH < C%e™?1 ||z || || 22| -

Ainsi, I’application
R"xR" — R

+oo
(x1,22) / (e, et xy)dt
0
est bien définie, et est une forme bilinéaire symétrique sur R™. Notons ¢ la forme quadratique associée. Pour x € R",

+o0 9
q(x) :/ HetAxH dt >0
0

et g(x) = 0 si et seulement si, par continuité de la fonction ¢ — ||etAx||2, vt > 0, ||etAa:H =0 ie. x = 0. q est donc définie
positive.
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Pour 21,2 € R" et t € R, q(x1 + tas) = q(x1) + 2tb(w1, x2) + t2q(z2) donc, comme ¢ est différentiable sur R™, pour
x1,x9 € R", dg(x1).we = 2b(21, 22). On a alors
Ve e R", (Vq(z), Ax) = 2b(x, Azx) = / 2etx, et Ax) dt = {HetAx}ﬂo = —|z|?
0 Y—~—

selletAz|?
par hypothése sur A. En particulier, ¢ est une fonction de Lyapunov stricte pour A.

— FEtape 3. Application au probleme non-linéaire. Comme f est de classe C', le probléme (S) admet une unique solution
maximale y définie sur I =]T~,T"[, T~ <0 < T". On pose r(y) = f(y) — Ay. Sur I, on a :

qa(y) = da(y).y’ = 2b(y,y") = 2b(y, Ay) + 2b(y,7(y)) = — llylI* + 2b(y, 7 (y))-

Or, b étant symétrique définie positive, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[b(y, r ()| < Vay)valry)).

Soit & > 0. Comme r(y) = f(y) — £(0) —df(0)y et f est C', par équivalence des normes sur R”, il existe a > 0 tel que si
q(y) < a, \/q(r(y)) < 5\/q(y). Alors, pour q(y) < a, b(y,r(y)) < 2eq(y). Or, par équivalence des normes, Cq(y) < ||y||27

donc
a(y) = —lyllI” +2b(y, r(y)) < —(C — 22)q(y).

Ainsi, pour 0 < e < C/2,0n a:

veel, qy®)<a = q)'t) < —Bqly(t)) (*)

avec > 0.

— Conclusion. Supposons par 'absurde qu’il existe ¢ € I tel que q(y(t)) > a. Soit alors tg = min{t € INR,, q(y(t)) =
a}. On a q(y(tg)) = a donc d’aprés (*), q(y)'(to) < —Bq(y(to)) < 0. On en déduit qu’il existe § > 0 tel que

vt €lto, =d,tol,  q(y(t)) > q(y(to)) = a

ce qui contredit la définition de ¢y. Ainsi,
Vtel, q(y(t)) < a.

D’aprés le théoréme de sortie de tout compact, on en déduit que 7+ = +o0. Alors, d’aprés (), pour ¢ > 0,

() < alyo) — B / a(y(s))ds

d’oni, d’aprés le lemme de Gronwall,
Vi> 0, qly(t) <q(yo)e

et, en particulier, y(t) —— 0. |
t——+oo
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44 Théoréme de Weierstrass par Bernstein

H. QUEFFELEC, C. ZUILY, Analyse pour l’agrégation, 4° édition, Dunod. Théoréme I1.3 page 518 pour le théoréme et
Exemple IV.1 page 247 pour le lemme.

Recasage : 201, 202, 209, 228, 241, 260, 264.

Théoréme 44.1

Soient f : [0,1] — C une fonction continue et w son module de continuité uniforme :

Vh 20,  w(h) =sup{[f(z) - fy)], [+ —y| <h}.

Pour n > 1, on pose B,, = Z (Z) Xk - x)nkf (]:L) Alors

3 1
>1 - B <= —
Wzl 0f - Bl < 5w (2)

et cette estimation est optimale.

On aura besoin des résultats suivants sur le module de continuité uniforme d’une fonction continue.
Lemme 44.2

w est une fonction croissante, sous-additive, telle que

YhoA>0,  w(Ah) < (A+ Dw(h).

> = Sih<halors {|f(z) = f(y)l, [z =yl < b} C{|f(z) = f(y), [z — y| < A} donc w(h) < w(h).
—Sih,h €Ry et |z —y| <h+H, soit 2 tel que [z —z| <het|z—y| <h'. Alors

(@) = W)l < |f (@) = f(2)| + 1f(2) = ()| < w(h) + w(h)

donc w(h + 1) < w(h) +w(h).
— On en déduit par récurrence que Vn € N, w(nh) < nw(h).
— Soit h, A > 0. Comme [A] < X < [A] + 1, d’aprés les points précédents :

wAR) < w(([A] + 1)h) < (|A] + Dw(h) < (A + Dw(h).

O
On peut désormais démontrer le théoréme.
> Soit « € [0,1]. Considérons (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli b(z) et
n

S, = ;Xk. On a E[S,] = nz et Var(S,) = nz(1 — z) et
2 ()] - (0) - (3)

- -1 (3] 2 -1 ()

D’aprés le lemme, on a donc

Alors,

Sh 1
|f(x) — Bp(z)] < (\/E]E{x}+1)w< )
n n
n 1
< 1++v/nllz—- == w
1 n
n 1
< 1+vnl|lz - = w
M- <0l 2 n
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n

or = [5] one [— 2] —var(52) = T g
() = Ba()] < (14 Vall —2)w (;ﬁ) < (\}H)
Ainsi, |f ~ Bul., < 2w (\/15) 0

1
Exhibons une fonction f telle que ||f — B, > Cw () avec C' > 0. Considérons f : x € [0,1] —

N

1
— —|. D’apre
T 2’ apres

la deuxiéme inégalité triangulaire, w(h) < h. De plus,

RO

no 2 n
ol pour tout k on a posé ¢ = 2X;, — 1 de sorte que les (g,,)n>1 sont indépendantes et suivent la loi de Rademacher.
On conclut grace au lemme suivant.

Lemme 44.3 (Khintchine)

n
et bl 2 /2

1
E[2S, —n] = %E[E1 + -t ey

Eflsgl] o [E[sg]l

> Notons s =e1 + -+ &,. Soit g € L. On a El|sg|] < ||s]|; [|g]| ., donc si g # 0, ||s||; > > .
l9lle — N9l

n

y
Posons g = H (1 +i—L ). Alors
Vn

j=1
n n

[y < IV -ve

j=1 j=1

n 52
o)l =TT+

car 14+ z < e”,Vz. Ainsi, ||g|| , < Ve. De plus,

E[sg]zkzn:_lﬂ*] 5kf[1(1+i\8/%) izn:ﬂ«:[gk <1+if/’%)]= . Ln:z\/ﬁ

k=1

n
||51+"'+5n||121/g-

Ainsi,
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45 Théoréme des extrema liés

Emmanuel Hebey, Introduction a l’analyse non linéaire sur les variétés, Diderot Editeur Arts Sciences. Paragraphe
5.7.3 page 224 pour le théoréme.
F. ROUVIERE, Petit guide de calcul différentiel, 4° édition, Cassini. Exercice 129 page 408 pour I'application.

Recasage : 159, 214, 219.

Théoréme 45.1

Soient (E, ||.||) un espace de Banach, Q un ouvert de E, f : @ — R une fonction différentiable sur Q, et ® : @ — R" de

classe C* sur Q de composantes ®1, ..., ®,,. Soit a € R™ tel que ®~*(a) # 0. Si xg € R"™ est tel que f(xg) = gﬂrll( )f(x)
zedP™*(a

et D®(xo) € Z(FE,R"™) est surjective, alors il existe A1, ..., \, € R tels que

Df(.ro) = )\1Dq)1($0) + -+ /\nDCDn(J)o)

> Comme dim (E/Ker D®(xzq)) = rg D®(z9) = n, il existe un sous-espace vectoriel F' de dimension n tel queE =
Ker D®(xq) ® F. Notons x la restriction de D®(x¢) a F, de sorte que x réalise un isomorphisme de F' sur R".

— Montrons que (D®1(zg),...,D®,(xp)) forme une base de F*. Comme dim F* = dim F' = n, il suffit de vérifier que
la famille est libre. Soient A1, ..., A, € R tel que \yD®q(zg) + -+ A\, DPp,(z9) = 0. Comme Im DP(z7) = R", en notant
(e1,...,en) la base canonique, il existe x1,...,2, € F tels que D®(xp)x; = e;, Vi, c’est-a-dire D®y(x9) = dx; pour tout
k,i. On obtient donc A; = 0 pour tout 3.

— Comme Df(xo)|p € F*, il existe A1,..., A, € R tels que
Va € F, Df(xo)xr = \MiD®q(z0)x + -+ - + Ay DPp(z0) . (%)
11 faut maintenant montrer que Ker D®(xo) C Ker D f(xg).
— Pour z dans un voisinage de 0, on pose ¥(z) = ®(xg + x) — a de sorte que ®(0) = 0 et DV(0) = DP(z(). Notons
II; la projection E — Ker D®(zq et posons h = x ™! o4 + 7, sur un voisinage de 0. h est de classe C* et
Dh(0) = D(x 1) (¥(0)) o DU(0) + I} = x ' o D®(z0) + II; = Idg.

D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe des voisinages Uy et Uy de 0 tels que h réalise un C!-difféomorphisme de
Uy sur Us.

Soit Iy la projection E — F. On aTlyoh = x ' ot donc y oIy 0 h = W. De plus, comme DW¥(0) = D®(z() = x oI,
onaDU0)oh="0.

— Soit v € Ker D® (). Soient € > 0 et 1 : t €] —¢,e[— tv. Pour € > 0 suffisamment petit, v, (] —¢,€[) C UaNDP(z0).
Posons alors 72 = h™ 1 o~;. Ona oy = DU(0) oy; = 0. En posant 3 = xg + 2, on en déduit que 73 est tracé dans
& !(a). On a3(0) = 20 et 75(0) = 75(0) = Dh™(0)v = Dh(0)v = v. Comme fo~3 atteint en 0 son minimum sur | —¢, €[,
(fov3)'(0) =0 ie. Df(zg)v =0, d’ou le résultat.

— (), B =Ker D¢(x) @ F et Ker D®(xg) C Df(xo) permettent de conclure. O
Proposition 45.2

Soit @ une forme quadratique définie positive de matrice dans la base canonique A. On note & = {x € R", Q(z) = 1}
Pellipsoide associé. La fonction ||.||* atteint :

— son maximum global sur I’ellipsoide " en les vecteurs a € & N Ejy,,
1

1
— son minimum global sur Pellipsoide = en les vecteurs b € & N E)y,,

ot 0 < M\ <--- < )\, sont les valeurs propre;de A.

> OnaVa,heR" DQ(z)h = 2(h, Az) donc la forme linéaire DQ(x) n’est pas nulle pour z € &. Comme f : z — |z|°
est de classe C', d’aprés le théoréme des extrema liés, si a € & réalise un extremum de f sur & alors il existe A € R tel que

Vh € R", (h,2a) = A(h,2Aa)

1 1
ie. a = Ma et, f(a) = 'aa = M\Q(a) = \. Ainsi, a doit étre vecteur propre de norme —= associé a la valeur propre " de A.

VA
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Changeons de base orthonormée : on introduit les coordonnées telles que

Qz) = Z Niz? et flx) = fo
k=1 k=0

ou 0 < A\ <--- <\, sont les valeurs propres de A. On a :

donc 1 .
Ve €& — < < —.
veé, < fl)<+
1
Ainsi, le maximum global ~ est atteint en les a € & N E), et le minimum global en tout b € & N E) .
1

1
Si A €]A, A, et a € £NE),, alors f(a) = " n’est pas un extremum global. O
J
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46 Théoréme des lacunes de Hadamard

H. QUEFFELEC, C. ZUILY, Analyse pour l’agrégation, 4° édition, Dunod. Théoréme IV.2 page 51 et Théoréme IV.6
page 55.

Recasage : 203, 207, 241, 243

Théoréme 46.1

Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R = 1. Il existe un point singulier a € €(0,1).
n>0

> A Doral, on ne fait que le dessin et on explique que c’est la compacité de D(0,1) qui fait marcher la chose.

On note D = D(0,1).

Supposons par I'absurde que pour tout a € €(0, 1), il existe r, > 0 tel que f admet un prolongement analytique sur
le disque D, = D(a,r,).

Tout le probléme est de prouver ce qu’on voit sur le dessin : on en déduit un prolongement sur un D(0,1 + §), ce qui
contredit R = 1.

\

FIGURE 1 — Situation pour un nombre fini de boules. On pourrait s’y ramener directement grace a la compacité de D mais
on utilisera plutét la compacité plus tard.

— Etape 1 : Pour a # b, montrons que Do N Dy # 0 = DN Dy, N Dy # (. Si D, N Dy # @ alors |a —b| < rq + 1. Posons

T
A= _f_) et w = Aa+ (1 — A)b. Comme a et b ne sont pas colinéaires, I'inégalité triangulaire est stricte et |w| < 1. De
r Tp

a
plus, [w —al = (1 — A)|b —a| < rq et de méme, |w —b| <, donc on a w € DN Dy N Dy.

— FEtape 2 : Pour a % b, montrons que D, N\ Dy # O = f, = f sur Dy N Dy. On a D, N Dy, convexe donc connexe. De
plus, fo = fo = f sur D, N Dy N D # (). D’aprés le théoréme du prolongement analytique, f, = fp sur Dy N Dy.

— On définit donc sans ambigiiité une fonction holomorphe sur Q2 = U (DUD,) par F(z) = fa(2) si z € D, UD.
a€?(0,1)

— Conclusion : On peut supposer que Ya € €'(0, 1), 7, < 1 de sorte que Q C D(0,2). Posons L = C\Q. C’est un fermé

non vide de C. De plus, D C Q donc D(0,1) N L = (). Comme D est compact, la distance § = d(D, L) est strictement

positive. Donc, pour 0 < n < 4, on a D(0,1+n) C Q. F est holomorphe sur D(0,1 + 7) donc il existe une série entiére
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Z b,z" telle que

n>0

+oo
V]z| < 1+mn, F(z)= Z bn2".
n=0
Comme F'\p = f, on a, par unicité du développement en série entiére, Vn € N, a,, = b, ce qui contredit R = 1.

Théoréme 46.2 (Hadamard)

A
Soit (An)nen € (NN telle que ;H > a > 1 pour tout n € N. Soit Z anz " une série entiere de rayon de convergence
n n>0
1. Alors tout point de €(0,1) est singulier. On dit que €(0,1) est une coupure de Z an2™".
n>0

> Soit un entier p > 1 tel que pA,4+1 > (p+ 1), pour tout n € N. Supposons par absurde que la somme f de la série
2P + 2Pt

o 2
— — Montrons qu'il existe R > 1 tel que p(D(0,R)) C Q. Ona p(l)=1€ Q et si z# 1, alors |2+ 1| < 2 done

admette un prolongement analytique g dans D U D(1,¢). On pose Q= DU D(l,e) et p:2€ Cr>

|21
Ainsi, p(D) C Q. Or ¢ est continue et Q ouvert donc 0 1(Q)¢ est un fermé, qui est non vide. Comme D est compact, la
distance § = d(D, "' (92)°) est strictement positive. Si 0 < n < §, alors R = 1 + n vérifie o(D(0, R)) C Q.

— Alors, g o ¢ est holomorphe sur D(0, R). Il existe donc une série entiére Z b, 2" telle que
n>0

2P+ P+l +oo
=)

vzl < R, g<

De plus,

Zp+2p+1 Zp+2’p+1 400 zp+zp+1 An +o0
< (T )= (T ) =X e () =S mne
n=0

n=0
ot P, est un polyndéme donc les degrés des mondmes varient entre pA, et (p + 1)A,. En particulier, il n’y pas de mélange
2P + 2P

A7L
2 ) pour différentes valeurs de n. Ainsi, pour N € N,

entre les (

N p1\ A (PEDN
vzeC, Z(Z) =Y b
n=0

n=0

2P + oP+1

par unicité du développement en série entiére. Fixons z €]1, R[ et soit w = 5

> 1. Par définition de g b,z", on
n>0
a:

N

A

.
Zjanw o W)
-

ce qui contredit que 1 est le rayon de convergence de E a,2". Ainsi, 1 est un point singulier.
n>0
— Soit zg € €(0,1). La série entiére E anzé‘" 22 a pour rayon de convergence 1. Donc 1 est singulier pour cette série,
n>0
donc zg est singulier pour E anz. (|
n>0

. .o n . ,
Exemple : )\, = 2", a, = 1. La série entiére E 22" admet le cercle unité comme coupure.
n>0
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Troisiéme partie

Développements inutilisés

47 Automorphismes de k(X)

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Ezercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 1, 3° édition, Cassini.
Exercice 5.54 page 244

Non utilisé

Théoréme 47.1

Soient k un corps et Auty(k(X)) le groupe des automorphismes de la k-algébre k(X ). Montrons que

_ aX +b 4
Auty(k(X)) = {F €k(X)—F ((:X—!—d) , (a,b,¢,d) € k%, ad — be # 0}.

d .
> e % Soit ® : k(X) — k(X) un endomorphisme d’algébres. Notons F' = ®(X). Pour P € k[X], avec P = ZpiX’, on
a: i=0

d . d .
®(P) =) pi®(X) =) pF'=PoF
i=0 =0
Soit G = g avec P,Q € k[X]. Alors ®(P) = ¢(QG) = ¢(Q)P(G) donc
®(P) PoF
O(G)= —= = =GoPF.
=30 ~qor
* Réciproquement, pour tout F' € k(X ), 'application
0., HX) o K(X)
£ G — GoF

est bien un morphisme de k-algébres.

e Déterminons une condition nécessaire et suffisante pour que ® soit un automorphisme.
* Supposons que P est un automorphisme. Alors il est surjectif et en particulier il existe G € k(X) tel que ®(G) =

A P
GoF = X. Soient A,B,P,Q € k[X] telsque AANB=1=PAQ et F=—= et G= —. De tels polyndomes existent car

B Q
F,G # 0. Notons
dq

d
P:iPiXi et Q:Z%Xi
i=1 =1

avec d, = deg(P) et dy = deg(Q). Alors, 'hypothése Po F = X x (Q o F) se réécrit

dp dq
D piF =X} aF
i=0 i=0

soit, en multipliant par B™, avec m = max(dp, dy),

d, dq
ZpiAiB’m—i =X Z qZAzBm—z (10)
=0 =0

* Montrons que deg(A) < 1. En effet, d’aprés I’égalité précédente, A|(pg — goX)B™ donec, comme A A B =1, d’aprés
le théoréme de Gauss, A|py — qoX. De plus, (po, qo) # 0 car sinon X|P et X|Q, donc deg(A4) < 1.
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* Montrons que deg(B) < 1.
— Sim =d, = dg, alors, d’aprés (x), B|(pm — ¢gnX)A™ donc, B|(pm — gmX ). Comme py,, ¢ # 0, on en déduit
le résultat.
— Sim =d, > dg, alors, d’aprés (x), B|p,, Apm, d’ou B|p,, # 0.
— Sim =dy > d,, alors, d’apres (x), Blgn, XB™, d'ou Blg,X.
Dans tous les cas, deg(B) < 1.

* Ainsi, il existe (a, b, c,d) € k* tel que
_aX+b
X+ D’

Comme ®p est surjective, F' n’est pas constante donc ad — be # 0.

a b

* Réciproquement, pour M = (c d) € GLa(k), notons

EX) — k(X)

aX +b
¢ = G<cX+d>

‘I)M:

et montrons que ®j; est un automorphisme. Pour M, N € GLy(k), on a :
q)M o (I)N = (I)NM
donc @,/ est un automorphisme (d’inverse ®j;-1).

e On a montré que
GLa(k) —  Autg(k(X))

v M — Oy

est un morphisme de groupes surjectif. Comme Ker @ = k* I, d’aprés le théoréme d’isomorphisme,
Autg (k(X)) ~ GLQ(k)/kXI2 = PGLo(k)

donc les automorphismes de k(X) sont les homographies. O
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48 Partitions d’un entier en parts fixées

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Ezercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Analyse 2, 2¢ édition, Cas-
sini. Exercice 3.15 page 197.

Inutilisé.

Soient ay,...,ar € N* des entiers premiers entre eux. Pour n > 1, on pose
k
up = #{(z1,...,21) € N a1z + -+ + apzr = n}.

Montrons que 1’on a I’équivalent suivant :

— Considérons la série génératrice :

FX) =) u, X" =) > 1| xm
n=0 n=0 (x1,...,x)EN

a1z1+ - tarrr=n

On peut la réécrire comme un produit de Cauchy :

k 0o k 1
f(X) = H (ZXG'iTl) = H 1— Xai
i=1 \n=0 i=1
— f est donc une fraction rationnelle, dont on va effectuer la décomposition en éléments simples.
* Les poles de f sont les racines a;-iémes de I'unité, pour 1 < i < k. Ils sont d’ordre < k car (1 — X%) est a
racines simples. En effet, (1 — X%) = a; X%~ n’admet pour racine que 0 puisque a; € N*.
* 1 est un pole d’ordre k. Montrons que c’est le seul. Soit w un pole d’ordre k, c’est-a-dire w® = 1 pour tout
1 <i<k.Comme ay,...,a; sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe vy,...,vr € Z tels que

aivy + -+ apvg = 1.

Alors,
k

w = walvl—‘rm-"_akvk = H (wai’)vi =1.
i=1
* Notons P = {w1,ws,...,wp} les poles de f, avec wy = 1. D’aprés le théoréme de décomposition en éléments
simples, il existe & € C et ¢;; € C pour tout 1 <i < ket 1 <j<k—1tels que

« Cij
X)= —— SV —
IO=G—x7 " 2, -0
1<i<k
1<j<k-1
1
— Effectuons le développement en série formelle des termes W, pour 1 <i<ketl<j<k.Onlobtient par
W; —
dérivation du développement :
1 1 1 — X"
WX w 1-X :Zw’”*‘l'
w n=0

En effet,

1 el ) Xn7j+1

_ i(nﬂ‘ﬂ)...(nﬂ) xn —i<n+j_1) o

—— — -
o (=1 wnts e n wntJ
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— On obtient donc un nouveau développement en séries formelles pour f :

o] _ 0o o xn
f(X)_aZ<n+fL 1)X”+ Z Cijz_;)(n gl+1>w”+j'

n=0 1<i<k
1<5<k—1

Par unicité du développement en série formelle de f, on en déduit :

Vn €N, una<n+k_l>+ Z (n_‘j—i_l)cii.
n : n oI
1<i<k i
1<j<k-1
— Comparons les différents termes en présence. Pour r € N*, on a
n—r+1\ (—r+1)---(n+1) n"=1
n B (r—1)! n—+oo (r — 1)!

done, comme |w| =1,

Vi<i<kV<j<k-—1, (n—]—|—1) Gy _ (nk—l).
n whti  n—+oco
Ainsi,
k-1
Up = Q i (n*=1)

— Conclusion : calcul de oo. On a

Plex 1
k _ _
(1*X) f(X)*ll1_X111-7H1+...+X!11:—1

i=1 =1

donc évaluant en 1 la fonction rationnelle associée, on obtient

ai---ag

d’oul le résultat.
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49 Théoréme de Burnside

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Exercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 2, 2¢ édition, Cassini.
Exercice 3.8 page 185.

Inutilisé.

Théoréme 49.1

Soit G un sous-groupe de GL, (C). On suppose que G est d’exposant fini : il existe N € N, VA € G, AN = I,,. Alors
G est fini et |G| < N

> On va construire une injection f telle que f(G) est finie.

— Etape 1 : Construction d’une injection f : G — C™. Soit (M, ..., M,,) € G™ une base de Vect(G). On définit :

f G — Cc™m
A = (Tr(AM))1<i<m

Supposons que f(A) = f(B) pour A, B € G. Alors, par linéarité de la trace,
VM € Vect(G), Tr(AM) = Tr(BM).
En particulier, avec D = AB™!, on a :

Vk e N*,  Tr(D¥)=Tr(A B~'DF ') =Tr(BB~'D* ') = Tr(D*1)
—
€GCVect(G)
donc Vk € N, Tr(D*) = Tr(I,,) = n. Montrons que D — I,, est nilpotente. Alors, pour k € N*,

k

S L

=0

Il en découle que D — I, est nilpotente.
Or, XV — 1 est scindé a racines simples et annule les matrices de G. On en déduit que les matrices de G sont diago-
nalisables. En particulier, D est diagonalisable et D — I,, =0 ie. A = B.

— Etape 2 : f(G) est fini. Par définition de f, on a f(G) C T™ ou

T={TrA, AcG}=4 Y A A€eG
A€Sp(A)
Or, pour tout A € G, Sp(A) C {A1,...,An} o0

N
XV -1=T[(x =N

i=1
Donc T C {\;; +---+ i, (i1,...,in) € [1, N]"}. Comme, de plus, m < n?, on en déduit que

3

G| = |£(G)| < |T|™ < (N")™ = N

On a utilisé le résultat suivant.
Lemme 49.2

Soit A € M,,(C). Si Vk € N*, Tr(A¥) = 0, alors A est nilpotente.
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> Supposons par 'absurde que A™ # 0. Soit alors Aq,..

ni,...,N, les multiplicités respectives. Comme A est trigonalisable, on a

VEeN*,  0=Tr(A") = AV + - 40k

En particulier,

A Mo PN AU 0

YEPY: % AR E

AT AS A \n, 0
M

Comme X\; # 0 et A; # A;, on a det(M) # 0 donc ny = - -

=n, = 0 : absurde.

., A les valeurs propres distinctes non nulles de A. Notons
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50 Théoréme de Lie-Kolchin

A. CHAMBERT-LOIR, Algébre corporelle, version pdf sur la page personnelle de 'auteur, page 98.
Inutilisé.

Théoréme 50.1 (Lie-Kolchin)

Tout sous-groupe connexe résoluble G de GL, (C) est conjugué a un sous-groupe de T,(C), le groupe des matrices
triangulaires supérieures.

Dans la suite, on identifiera M,,(C) et .Z(C").

> Montrons par récurrence sur s =n+m > 2 (n > 1,m > 1) que tout sous-groupe connexe résoluble G de GL,,(C) tel
que D™(G) = {I,} et D™ *(G) # {I,,} est conjugué a un sous-groupe de Ty, (C).
— s8=2:8Sin=m =1, alors le résultat est vrai.
— Soit s = n 4+ m > 2 et supposons le résultat vrai pour tout s’ < n.
x 1°" cas : soit {0} €V C C” tel que V est stable par G. Notons r = dim V. Alors, si V' est un supplémentaire

de V dans C", dans une base adaptée & C" = V & V', les éléments g € G ont une matrice de la forme (/(1)9 g > ou
g

A, € GL,(C),By € GL,,—(C). L’application g € G — A,; € GL,(C) est un morphisme de groupes continu donc son
image est un sous-groupe G’ de GL,.(C) qui est connexe et résoluble!. De méme, I'image G” de I’application g € G —
B, € GL,_(C) est un sous-groupe connexe résoluble de GL,,_,.(C). De plus, s(G’), s(G”) < s (*) donc, par hypothése de
récurrence, il existe P € GL,.(C),Q € GL,_,(C) telles que P"'G’P C T,(C) et Q" 'G"Q C T,,_(C). Alors,

(" @)1G (" o) @

* 2° cas : on suppose qu'un tel espace n’existe pas (la représentation de G sur V = C" est irréductible).

e Sim =1, alors G est commutatif et tous les éléments de G ont un vecteur propre 0 # v € C" en commun.
Alors, comme V est irréductible, V' = Cv et n = 1 et le cas est déja traité.

e Supposons par l'absurde que m > 1. Posons H = D(G) # {I,}. Alors H est un sous-groupe connexe
résoluble de GL,,(C) et m(H) = m(G) — 1 donc, par hypothése de récurrence, il existe 0 # vy € C" tel que Yh € H, hvy =
A(h)vg ou A(h) € C*. Notons que A € H* I'ensemble des caractéres continus de H.

Posons W = @ Vy ou
xeH*
Vi={veV,Vhe H, h(v) = x(h)v}.

Pour tout g € G, on a gV, C V, ot gx(h) = x(g7'hg), Vh € H.. En effet, si v € V., alors

hg(v) =g g 'hg (v)=g(x(g " hg)v) = x(g "hg)g(v).
CH oor HaG

Ainsi, comme gx € H*, le sev W est stable par G. Comme 0 # vy € W et V est irréductible, W = V. Ceci signifie que
H C D,,(C) I'ensemble des matrices diagonales.

Soit h € H\{I,}. Pour tout g € G, g 'hg € H est diagonale et a les mémes valeurs propres que h. Il y a un nombre
fini de telles matrices. L’application g € G — ¢ *hg € H est donc continue d'un ensemble connexe & valeurs dans un
ensemble fini. Elle est donc constante. Comme I,, a pour image h, Vg € G, g~ *hg = h. Ainsi, H C Z(G).

Soit A € C* une valeur propre de h et E l'espace propre associé. Alors E est stable par G donc, comme V est
irréductible, E = V donc h = AI,. Comme H C SL,(C) (commutateurs), A" = 1. Ainsi, H C {A[,, A € C*, A" = 1}.
Comme H est connexe et I,, € H, A=1et H = {I,,} : contradiction. O

1. Si G est un groupe et s’il existe un morphisme surjectif d’un groupe résoluble dans G, alors G est résoluble.
2. La dimension a baissé et m(G’), m(G”") < m(G).
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51 Théoréme de Miintz

X. GOURDON, Les maths en téte : Analyse, 2° édition, Ellipses. Probléme 23 p. 291.

Inutilisé.
Lemme 51.1
Soit E un espace préhilbertien réel et x1,...,x, € E. On appelle matrice de Gram de (x1,...,x,) la matrice
((wi, x5))1<i,j<n et déterminant de Gram son déterminant, noté G(z1,...,x,). C’est une matrice symétrique posi-
tive, qui est définie si et seulement si (x1,...,x,) est libre. Dans ce dernier cas, si V = Vect(z1,...,z,), on a
G(x1,...,xp, T
Va € E, d(z,V)? = M.
G(z1,...,%n)
Lemme 51.2

Soient a1, ...,an,b1,...,b, € R tels que a; + b; # 0 pour tout ¢, j. Alors
1T (a; =00 — )
1 1<i<j<n
det () _ lsicis
( a; +bj 1<i,j<n> H (a; +b;)

1<i,j<n

Théoréme 51.3 (Mdiintz)

Soit (an)nen € (R%)N une suite strictement croissante telle que ag = 0 et 11111 ay, > 1. Vect(z — 2%, n € N) est
n—-+0o0

1
dense dans (C([0,1]), ||.||,) si et seulement si Z — diverge.
n>1 n

1
> Notations : On notera z%* la fonction = € [0, 1] — z%*. On munit C([0,1]) du produit scalaire (f, g) = / fg. Pour
0

N €N, on note Ey = Vect(z*,0 <i < N). Pour t € R, on note An(t) = d‘|,“2(a?t,EN)~
— Etape 1 : Calculons An(t). D’aprés le lemme 1, comme (% )g<;<x est libre, on a :

G(a, ...,z zt)
2 _ ) ) )
An(t)” = Gz, ..., zoN)
1
Or, pour a,b € Ry, (z% zb) = praE donc, d’aprés le lemme 2,
N
I (—a)?[]t—a)?
G(:L.Oéo ZON .%‘t> _ 0<i<i<j<N i=1

N
@2t+1) J[ (i+a;+1)]Jlai+t+1)

0<i,j<N i=1
et
I (—a)?
G(:L’ao l'aN) 0<i<j<N
b b
I (@+a+1)
0<ij<N
d’ou
1

An(t) =

Ozift ’

\/2t+1i11) o; +t+1

Notons E = Vect(z*,i € N).
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p —]|. 1
— FEtape 2 : Supposons que e — C([0,1]). Montrons que g — diverge. Soit t € R tel que t # «,, Vn € N. Alors
an
n>1

zt € E" done 1a suite (An(t))nen) tend vers 0. Ainsi,

N
Oéi—t

ai+t+1’ N—+o00

i=0
x 17 cas : (a)nen est bornée. Alors le résultat est vrai.

+oo
—t
* 2° cas : ay m +00. Soit Ny € N tel que Yn > Ny, a,, > t. D’apreés (x), z]:\, In <a:l_"~_t_i_1> = —o0. Or,
n=~Ng

a, —t 2t+1 2t+1
nl—— | =n{l—- — ~ = .
anp+t+1 oap+t+1) no+too Qo

. . .
D’aprés le théoréme de comparaison, la série E — diverge.
Qnp
n>No

B 1 -
— Etape 8 : Supposons que E — diverge. Montrons que gl — C([0,1]). D’apreés le théoréeme de Weierstrass, comme
an
n>1

.1l < Il il suffit de montrer que Vm € N, 2™ € B2 Soit m € N. 1 suffit de montrer que

N

. o; —m
lim —| =
N—oo o0 a;+m+1
i=
* 1°" cas : m = ay,, alors le résultat est vrai.
. ) Qp — M L. Qn — . N
* 2¢ cas : si (an)nen est bornée, alors i 1 donc la série In [—"———| diverge (grossi¢re-
S )
anp+m+1| n=atoo an+m+1

n>0
ment) d’otu le résultat.

. « m 2m +1
% 3¢ cas : si a,, — +00, alors comme précédemment, In [ —————— ~ = donc d’aprés le théo-
n—+oo a, +m+1/) netoo o,

Qp — M
réme de comparaison, Z In <n> = —oo d’ou le résultat.
oo a, +m+1
B —. 1 —I.
— Etape 4 : Montrons que gl — C([0,1]) si et seulement si Z — diverge. Si = — C([0,1]) alors, comme
n>1 "
1
-y < I-lloos Ell: = ¢([0,1]) et d’aprés ce qui précede, Z — diverge.
n>1 n
1
Réciproquement, supposons que Z — diverge. Comme lima,, > 1, il existe N € N tel que ay > 1 et on peut
@

n>1 n
supposer a; > 1 (en n’enlevant qu'un nombre fini de termes a la série). D’aprés le théoréme de Weierstrass, il suffit de

montrer que tout polynéme P est dans F”'”‘”. Soient p un polynome et € > 0. La série Z diverge donc, d’aprés
n>1
ce qui précéde, il existe g € Vect(z®"~,n € N*) tel que ||p’ — g||, < e. Notons h la primitive de g telle que 2(0) = P(0)

et q=h—p. Alors, h € F et

Qp —

Vrel0,1],  qla)= / ¢ (bt
0
donc, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1/2

lg(@)| < ( / ’ q'<t>2dt) VE< gl =7 —all, < <.

Ainsi, [[p—hll, <e donCpEEH'““’. O
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52 Transformation d’Euler

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Ezercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Analyse 1, 2¢ édition, Cas-
sini. Exercice 3.33 page 182.

Inutilisé.

Proposition 52.1

Soit f : Ry — R4 de classe C*™° telle que Vp € N,Va > 0, (fl)pf(p) (z) > 0. On suppose de plus que f(n) —— 0.

n—-+oo
Alors, la série Z(—l)"f(n) converge et, pour tout p € N,
n>0

+oo p—1 P
S -1 =3 L0 g,

n=0 n=0

avec |Rp| < A7/ 0)] 0, ou Af:zeRy— f(z)— f(z+1).

2p p—r+oco

> La série Z(—l)” f(n) converge d’aprés le critére des séries alternées.
n>0
— Montrons, pour tout suite (u,)ncn de réels positifs décroissante vers 0, que pour tout p € N, la série Z 1) APy,
n>0
converge et
+o00 p—1 Anuo 1 +o00

D (1) = 3 G+ g > (DA

n=0 n=0 n=0

ol (Aty)neny = (U — Unt1)nen- On procéde par récurrence sur p € N.
*p=0":ok.
*p—p+1:Soit Ne€N.

N N N N N+1

S (=) AP = (1) AU, — Y (1) APup g = Y (—1)" AP, + Z 1)" APy,

n=0 n=0 n=0 n=0
donc, par hypothése de récurrence, la série g 1)"APu,, converge et

n>0

+oo

+00 p—1
Do (rartly, = 22 )" APy, — APy = 20T (Z ot ) APy

n=0 n=0 n=0

donc

+oo p AnUO
n o n +1
PCORTEDD ont1 2p+1 A

n=0 n=0

— Posons, pour n € N, u,, = f(n). Par hypothése, f et —f’ sont positives sur R, donc (u,) est positive et décroissante.
De plus, par hypothése, wu,, *—+—+ 0. D’aprés ce qui précéde, pour tout p € N,
n—-+0oo

+o00 p—1 “+o00
" APf0) 1
D) =D S+ gy 2 (D) A F(n).
n=0 n=0 n=0
RP
— Pour démontrer la majoration sur R,, montrons que la série Z 1)"AP f(n) vérifie le critére des séries alternées,
n>0

car alors la somme est inférieure & son premier terme.

— Montrons par récurrence sur p € N que Vf € C*°(Ry, R, ) telle que (—1)”f(") > 0 pour tout n € N, on a APf >0
sur Ry.
*p=0":ok.
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*p—p+1:Soit f € C®(R4y,R,) telle que (—1)"f(") > 0 pour tout n € N. Alors, —f' vérifie également cette
hypothése et, par hypothése de récurrence appliquée & —f', on a AP(—f") > 0 sur Ry. Mais AP(—f’) = —(APf)’ donc
AP f est décroissante sur R, donc APT! est positive.

— On a également montré que, pour tout p € N, (AP f(n)),en est décroissante. De plus, on a déja montré que, pour
tout p € N, Z(—l)"A” f(n) converge donc, en particulier, A? f(n) e 0. Ainsi, d’aprés le critére des séries alternées,
n—-+oo
n>0
A7 £(0)]

— Enfin, pour tout p € N, APT! £(0) = AP f(0) — AP f(1) < AP f(0) donc la suite (A” f(0)),en est décroissante. Ainsi,
——

>0
0
|R,| < 1) —— 0.
2P p—+oo
|
s . . 1
Application : On considére f:z € Ry — o Pour tout p € N,
x
®) () — (=D
Vo € Ry, f (x)_(a:Jrl)PH'
AP 1 2 An
Pour p =30, on a 2{;?0) = 57 % 950 <4 x 10~ donc Z 27%(10) est une valeur approchée a moins de 4 x 107! prés
n=0
de In 2.
- = 30 x 31
On a A" f(0) = Z (Z) (=1)* f(k) donc I'évaluation précédente requiert Z(n +1)= 5 = 465 additions.
k=0 n=0
Or, d’aprés la majoration obtenue par le critére des séries alternées,
465 1
In2— -H" < — > 0,002.
465
De fait, In2 — » "(=1)"f(n) > 107°.
n=0
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53 Un calcul lié 4 ’avance du périhélie de Mercure

F. ROUVIERE, Petit guide de calcul différentiel, 4° édition, Cassini. Exercice 79 page 236.

Inutilisé
On considére la fonction f définie sur R? par

V(e,z) € R?, fle,z) = (x —a)(b— ) +e2®

ol a < b sont des réels fixés et € > 0 un paramétre.
Pour ¢ = 0, ’équation f(0,z) a pour solutions a et b sur R. Qu’en est-il pour 'équation f(e,z) = 0, d’inconnue z € R.

Montrons que pour € > 0 assez petit, f(e,2) = 0 a trois racines distinctes z1(g) < z2(e) <
x3(¢). Démontrons alors le développement asymptotique

1}2(5)
I(s):/ d7x=7r+3i(a+b)5+ O (7).
OIRZICED 4 =0

Motivation : Cette intégrale apparait en physique dans I’étude des planétes. Plus précisément, le terme d’ordre €, qui
provient d’une correction relativiste, a permis d’expliquer I’avance du périhélie de Mercure de 43 secondes d’arc par siécle.

Preuve. On sait que f(0,a) = 0 et 9,f(0,a) = b—a > 0 donc, comme f est de classe C* sur R?, d’aprés le théoréme des
fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert V; de 0, un voisinage ouvert Wy de a et une fonction 21 € C*(Vy, W)
tels que

(e,x) e Vi x Wy et f(e,x) =0 = e e Vi et x=ux1(e).

On sait que z1(0) = @ et en dérivant la relation
Ve € V1, 0= f(g,z1(¢))

il vient
(—221(¢) +a+ b+ 3ex1(e)?)z)(e) + 21(e)® =0

d’ott 'on déduit

Alors, d’apreés le théoréme de Taylor-Young,

En permutant a et b, on obtient un voisinage ouvert V5 de 0, un voisinage ouvert W5 de b et une fonction zy €
C>(Va, Wa) tels que
(e,2) e Vo x Wy et f(e,z) =0 = e €Vaet x=ux9(e)
et
3

b
xa(e) =b+ b at + 590(52).

De plus,
V(e z) € R?, fle,x) =ex® —2® + (a + b)x — ab

donc, d’apres les relations coefficients-racines, la troisiéme racine x3(e) € C de f vérifie
1
1(e) + x2(e) +asle) = -

d’ou
1
R3a3(e)=—-—(a+b) — (a®> +ab+b)e+ O (7).
9 e—0

Pour € > 0 assez petit, on a donc trois solutions distinctes.
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En notant z; = x;(¢) pour i = 1,2, 3, on remarque que

Y(e,x) € R?, fle,x) = (x — 1) (2 —2)(1 —e(z + x1 + 22))
de sorte que

. ~1/2
I(e) = / (1 —e(z+x1 +x2))

dz.
v V(=) (e 1)

1+ T2 T —
En posant u = ——=

x1
et v=

et en effectuant le changement de variables £ = u 4+ vsint, on obtient

I(g) :/j (1—5(3u+vsint))_1/2dt.

jus
2

Or, d’aprés les développements limités précédents,

b
3u+wvsint = g(a—i—b) +

L sint + r(e,t)

avec |r(e,t)| < Ce uniformément en t car |sint| < 1. De plus, d’aprés le théoréme de Taylor-Lagrange,

2
Viz| <

1
, (1717)71/2:1+fz+az

N |~

2 2
avec |a| < 3v/2 (en majorant la dérivée seconde). Il en découle que, pour & > 0 assez petit,

(1+e(3u+ vsint))fl/2 =1+ %(SU +vsint) + s(e, 1)
avec |s(e,t)| < Ce® uniformément en ¢ car |sint| < 1.

Ainsi, grace a 'uniformité en ¢ des majorations de r(e,¢) et s(e,t),

I(s)/g (1+i(a+b)5+b4a

us
2

ssint) dt + O (£%)
e—=0
et finalement,

Ie)=7+ 3l(a+b)s+ O (e%).
4 e—0
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