DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Ftude de I'anneau Z [%ﬁ]

Lecons : 122
[Per], partie IL.5
Théoréme
1+iv19
On note & = —s et A =2Z[a.
A est un anneau principal, non-euclidien.
Démonstration :
Etape 1: a estracinede P=T? — T+5,cara +& = 1 etaw = 5.
Ainsi, A = {a+ ba|(a,b) € Z?} est un sous-anneau de C.EI
Donc A est intégre ; et comme & = 1 — &, A est stable par conjugaison.
Pour z = a + ba € A, on définit la norme :
N(z) = zz = (a + ba)(a + b&) = a® + ab(a + &) + b*a& = a* + ab + 5b°.
Alors N(z) € N, et N(zz') = N(z)N(2').
b 19
De plus, N(z) =0 = (ﬂ—l-z) +Zb2:O:>a:b:0:>z:0.
Soitz € A, alors N(z)N (z7!) = 1donc N(z) = 1.
b\> | 19
Alors (a + 2) + vy b* =1,doncbh = 0 eta = +1. Ainsi, A* = {+1}.
~—~
>1
Etape 2: Supposons A euclidien, alors 3x € A\A*, 7 4 / est squective.
()| axufoy
En particulier, A/(x) est un corps et #A/(x) < 3, donc A/(x) = K, ou K ~ FF, ou F;3.
On en déduit I’existence d'un morphisme d’anneaux surjectif ¢ : A — K.
Alors B = ¢(a) vérifie 2 — p+5=0.
Mais cette équation ne possede de solution ni dans [Fy, ni dans ]F3.|§I
On aboutit a une contradiction, et A n’est donc pas euclidien.
Etape 3: On introduit une “pseudo-division euclidienne”.
Lemme
Soient a,b € A\{0}.
Alors il existe (g,7) € A? tels que :
1. N(r) < N(b);
2. a=bg+roul2a=>bg+r.
Démonstration:
b
Soit x = % = % € C, qu'on écrit aussi x = 1+ va, ot u,v € Q. Onnote n = [v].
1 2 . .
— Supposons que v ¢ |n + 31 + 3| soient s et t les plus proches entiers de u et v.
1 1
Ail’lSi, ‘S — MI < 5 et |t — U| < g
Onposeq=s+ta c Aet:
1 1 5 946420 35
(x—q)(x—q)=(s—u)?+(s—u)(t—0v)+5(t—0)* < itgto= % =% <1.
Onposer =a—bg="b(x—q)etonaN(r) < N(b).
1. Car A est un sous-groupe de C, contient 1 et est stable par multiplication.
2. La démonstration est dans le rappel sur les anneaux, en page ??2.
3. Cela se démontre facilement en cherchant de fagon exhaustive.
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1 2 2 1
— Supposons désormais que v € ]n + 3" + 3 [, alors 2x = 2u 4+ 2va et 2v € |2n + 5,211 +1+ 3

et on est ramené au cas précédent : on peut écrire 2a = bg + r, avec N(r) < N(b). u

Etape 4 : Montrons que A est principal.
Ona: A~ Z[T]/(p), donc A/(z) %] Z[T]/(Z,p) ﬁ ]FZ[T]/(p).
Mais T2 — T + 5 est irréductible sur FF5 car de degré 2 sans racine ; donc A/ (2) est un corps et (2) est
maximal dans A.
Soit I # (0) unidéal de A, et soita € I\{0} de norme N(a4) minimale.
Soit x € I\(a);

— Six =aq+ravec N(r) < N(a) our = 0, alors comme r € [, par minimalité de N(a), onar = 0.
Ainsi x € (a) : contradiction.

— Ainsi, 2x = ag + r, et méme 2x = aq en répétant le procédé qu’on vient a peine de faire.
Comme (2) est maximal, I'idéal (2) est premier, d’otta € (2) ougq € (2).
Sig € (2),alors g = 24’ et x = aq’ donc x € (a). Contradiction.
Donc a € (2), c’est-a-dire : a = 24’.
Comme g ¢ (2) et (2) est maximal, ona: (2,q) = A, donc 3A, p € A,2A +qu = 1.
Donca’ =2Aa' +qua’ = Aa+px € L.
Or0 < N(a') < N(a). Contradiction.

Ainsi, I = (a) et A est principal. [
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4. Notons 7tp : Z[T] — Zm/(p) et 7Ty : Zm/(p) — <Zm/(1’)>/(§) les projections canoniques.
Ker 75 0 7tp = {f e z[T)|u e Z[T), f :ﬂ} = {f € Z[T)|3u,0 € Z[T), f = 2u + Pv} = (2,P).
Ainsi 7t5 o 7Tp induit un isomorphisme Z[T]/(Z,p) ~ (Z[T]/(P)>/(§) o~ A/(z).

5. Notons 7, : Z[T] — Z[T]/(z) et 7rp Z[T]/(z) — (Z[T]/(2)>/(F) les projections canoniques.
Ker 7150 71 = {f € Z[T}‘Hu e zZ[T),f :H} = {f € Z[T)|3u,0 € Z[T), f = Pu+20} = (2,P).

Ainsi 75 o 71 induit un isomorphisme Z[T]/(zl p) ~ (Z[T]/(2)>/(ﬁ) ~ IFZ[T]/(p).
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