DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Théoréme de Bernstein (sur les séries entiéres)
Lecons : 244, 218, 224, 241, 243

[Gou An], exercice 4.4.8

Théoréme

Soita > 0, f :] —a,a[— R une fonction de classe C*®.
On suppose que Vk € N, Vx €] — a,a[,f(Zk)(x) > 0.
Alors f est développable en série entiére sur | — 4, a], ie analytique sur | — a,a].

Démonstration :
Soit b €]0,a], on va d’abord montrer que f est développable en série entiere en 0 avec un rayon de conver-
gence supérieur ou égal a b.
Etape 1: On va d’abord montrer un résultat similaire pour une fonction auxiliaire.
- R
SoitF:| |~ ®al 2 .
x o £+ f(—x)
F est paire et donc : Vk € N, F(2k+1) ogt impaire, d’ott F@1)(0) = 0.
Par la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient : Vi € N, Vx € [0, b],

x (x — b2l
(2n+1)!

2n

F(x) = F(O) + S F"(0) ...+ F@m2) (1) 4t

2! (2n)!

Or Vk € N, F@9(0) = £ (0) + (—1)% ) (0) = 2 (0) > 0.
Donc Vn € N, Vx € [0,b], R, (x) < F(x).
On a finalement :

x (x— " (b — 12 X\ 241 ¥ (b — )20+
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FC(0) 4 Ry (x) o&t Ry (x) = /0

F(2n) (0), puis, par parité: Vx €] —b,b[, F(x) = Z >

Etape 2: Montrons désormais le résultat pour f.
Par la formule de Taylor avec reste intégral, ona: Vx €] — b,b[,Vn € N,

x2n+1 X (x o t)2n+1

f@) = fO) +xf O+ + Gy FEED(0) + 1 (x) ot ru(x) = /O ISR FEED (1) dt

OrV:t e [0, x],F(Z’H'Z)(t) — f(2n+2)(t) + (_1)2n+2f(2n+2)(_t) > f(2”+2)(t) > 0.
Six >0, alors:

=P ¥ =50
</ = < =
()] \./0 @n +1)! £ ) dt\/o Granyt o (DdE=Ra(x)
Etsix <0, alors :
0 |x — ¢|2nt1 " 0 (f — x)2n+1 .
()] < /x |(2n—i|—1)! 7| di = /x ((2n+)1)! PR (1) de

-0 (7u o x)2n+1 —x (7x _ u)2n+1
< \TH = A r(2n+2) _ _ \TA =% p(2n+2)
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i - - est décroissante en t € [0, x]
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Donc Vx €] — b, 1], lim ra(x) = 0.

Pk
Pour p € N, on définit S, : x — ) | %f(k) (0); onamontré : Vx €] — b,b[, im Sy,41(x) = f(x).
n 1 n
Or Spu(x) — Sop1(x) = (;n)!f(Z”) (0) = 3 (;n)!F(Z”)(O) = 0 car F est développable en série

entiere en 0 avec un rayon supérieur ou égal a b.

Des lors : nl% Son(x) = f(x) pour x €] — b, b|.

Et donc f est développable en série entiére en 0 avec un rayon de convergence supérieur ou égal a b.
On a donc montré pour l'instant que f est développable en série entiere en 0 avec un rayon de convergence
égal a a.
llxo| —a,a—|xo|[ — R

x = f(xo+x)

Alors g est de classe C® sur ]|xg| — a,a — |xo|[, avec a — |xo| > 0 et Vk € N, g% (x) = £ (xg +x) > 0.
Ce qu’on vient de faire permet de montrer que g est développable en série entiere en 0 avec un rayon de
convergence égal a a — |xo|.
On en déduit alors que f est analytique sur | — a, a[.EI [ |

Soit alors xg €] —a,a[, on pose alors : g :
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T
2. On dispose d'une application : tan est développable en série entiére sur ] ) { En effet, tan est C* sur cet intervalle,

"k
tan’ = 1+ tan? et par Leibniz, on obtient : tan("H) = Z (n) tan(k) tan<n*k), pour n € IN*. Par récurrence, on montre alors que
k=0

2
. . T . . . T
déduit qu’elles sont positives sur } 57 [ Par le théoréme de Bernstein, tan’ est développable en série entiere sur ] —5'7 {,
et donc tan ’est aussi.

pour tout n € IN, tan(™) est positive sur [O, [ Or, tan est impaire, donc les dérivées d’ordre impair de tan sont paires; on en
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