DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Théoremes de Chevalley-Warning et d’Erdos-Ginzburg-Ziv
Lecons : 120B 123, 142, 144, 121, 126, 190

[Ser], paragraphe 1.2
[Zav], probleme 7.11

Théoreme (Chevalley-Warning)

Soient p un nombre premier, 7 € IN*; on note g = p".
S
Soient fi,...,fs € Fy[Xy,..., Xy, tels que Zdegfi < n.
i=1
Onnote V = {(xl,...,xn) e Fp\Vie [1,s], fi(x1,...,x0) = O}.

Alorsona:#V =0[p].

Démonstration :
Posons P = H( ) etsoitx = (x1,...,%n) eng.

- S1x€V alors Vi € [1,s], fi (x) = 0etdonc P (x) =
-Six ¢V, alorsﬂzoe[[l s], fi, (x) # 0 puis fi, (x)7~ 1—1c1’ouP( x) = 0.

Ainsi, en posant S(f) = ) f(x) pour f € F; [Xy,...,Xy],ona:S(P) = ) 1+0=4#V[p].
;E]Fg xeV

On veut désormais montrer que S(P) = 0.

Lemme

Soit u € N, vérifiant u = 0ou (g —1) { u.
Onposes(X") = )  x" etonaalorss(X") =0, avec la convention 0° = 1.Ij
xelF,

Démonstration:
Siu =0,alors Vx € IFg, x* = 1ets (X") =0.
Si (g — 1) f u, on écrit la division euclidienne u = (g — 1)k +r,ouk € Net0 <r <q—1.
Soit y un générateur de F*, qui est cycliqueﬂ

Onadoncy" = (y‘?_l)ky’ =y #1lcaryestdordre (g—1)et0 <r<g—1.

Ainsiona:
= =) =) () =yt ) X =yis (XY
x€lF, xe]F; XE]F; erFX
Donc (1 —y*)s (X") = 0, puis par intégrité de IF;, s (X*) = 0car 1 — y* # 0. [ |
n
OnadegP = Z —1)degfi <n(g—1)etdoncP = ) aﬂgﬂou|g|22ujeta£€]13q.
|u[<n(g—1) j=1
D’ou S(P Z Z DCEEE = Z ayS (X%
x€Fy |u|<n(g-1) lu|<n(g—1)
Orpour ful <n(g—1),S(X*)= Y x'...xpr= Y ... ) x””—Hs (X"
(xl,...,xn)e]Fg x1€F,; xnequ j=

n
Mais ) uj < n(q — 1) impose Jjo € [1,n],u;j, < g—1donc (g —1) f uj, ou uj, = 0.
j=1
Doncs (X"0) = 0, d’ott S(P) = 0 puis #V = 0 [p]. [ ]

1. On passera le lemme permettant de démontrer le théoréme de Chevalley-Warning et on détaillera le cas non-premier du
théoréme d’Erdos-Ginzburg-Ziv.

2. On peut montrer que siu > 1et (g —1)|u, alors s (X*) = —1.
En effet, 3k € N*,u = (q — 1)k et pour x € F, x" = (xqfl)k =1k=1.
En outre 0% = 0, doncs (X*) = (9 —1) x 1+0 = —1 dans FF,.

3. Pour la cyclicité de IF, on renvoie a la page ??2.
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Théoreme (Erdos-Ginzburg-Ziv)

Soit p un nombre premier, et soient ay,...,a2, 1 € Z.H
Parmi ces (2p — 1) nombres entiers, on peut en trouver p dont la somme est divisible par p.

Démonstration :
Pour a € Z, on note a sa classe modulo p.

2p—1 2p—1

On considere les polyndmes Py = ) | X]f_l,Pz =) chX,f_l eFy [Xq,..., Xop1].

k=1 k=1

Ona:degP;+degP, =2p—2<2p—1,et(0,...,0)estune racine commune a ces deux polyndmes ; donc,

2p—1

par le théoreme de Chevalley-Warning, ils admettent une autre racine commune (xy,...,X,_1) € F,’ .
De P; (xl, ceey xzp,l) = 0, il vient que parmi x1, ..., X2, 1, exactement p d’entre eux sont non-nuls, et on
les note xy,, .. <r Xy

P
De P; (x1,...,X%p—1) = 0, il vient ensuite que Z ay, = 0.
i—1

On a donc trouvé p éléments ay,, .. ., n, dont la somme est divisible par p. [ |
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4. Ce résultat reste vrai pour n’importe quel n € IN*. On opere par récurrence forte.
— Sin =1, le résultat est trivial.
- Soit n > 1, on suppose le résultat jusqu’au rang (n — 1). Soient ay, ..., az,_1 € Z.
— Sin est premier, c’est ’objet du développement.

— Sinon, on écrit n = pr/, avec p premier et n’ € IN*.
Onaalors:2n—1=2n'p—1= (20" - 1)p+p—1.
Pour i allant de 1 a 2’ — 1, on construit par récurrence les ensembles suivants appelés E; :
i—1
E; est un ensemble de p éléments parmi {aj ’ jeL (i+1)p—1] }\ |J Ex, dont la somme est divisible par p.
k=1
La construction de ces ensembles utilise le résultat démontré dans le développement, car

# {a,-)j €L G+ 1)p -1} U Ep=2p—1.
k=1

. , . S;
Puis, pouri € [[1,21’1’ — 1], S; désigne la somme des éléments de E; et S; =1eczZ
Par hypothese de récurrence, parmi les (2n' — 1) entiers S}, il en existe n’ dont la somme est divisible par #’, et on les
note S; ..., Sy .
n' n' n'

On pose alors E = |_| Ey, et#E =n'p =net Z x = ZSki = pZS,’Q.
i=1 x€E i=1 i=1

n/
Or n'|} S} donc n=pn'| Y x.
i=1 x€E

On peut méme montrer un résultat d’optimalité : prenons un ensemble de (2n — 2) entiers composé de (n — 1) fois 0, et de
(n — 1) fois 1. Un sous-ensemble de n entiers parmi ceux-ci sera de somme comprise entre 1 et n — 1, donc non-divisible par n.
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