DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Théoréeme de Carathéodory
Lecons : 181

[TauGéo], résultats 4.3.5-4.3.6
Théoréme

Soient £ un espace affine de dimension finie, d’espace vectoriel associé E, et A C &, avec A # @.
Tout élément de Conv(.A) s’écrit comme combinaison convexe de k points de A, aveck < 1+ dim €.

Démonstration :
Soit M € Conv(.A) ; par définition de 1’enveloppe convexe, M est combinaison convexe d"un nombre fini
de points de A, notés Ay, ..., Ax.

k
Onadonc:M:t1A1+...+tkAk,avec0<t1,...,tk<1et2ti:1.
i=1

On suppose que k > 1 4 dim &, puisque sinon, on est content.

— —
La famille (AlAz, oA Ak) est liée, car elle possede au moins (1 + dim E) vecteurs de E.

— —
En conséquence, il existe Ay, ..., Ay € R non-tous nuls, tels que : ApA1Ay + ... + A A1 A = 6>
On pose alors ji1 = Ay + ...+ Ay etpouri € [2,k], u; = —A;.
— — ) !
Onaalors: 1OA; + ... + xOA = 0, ou1 O est un point quelconque, fixé, de £.
Comme pq + ...+ pg = 0, et que les y; (i € [1,k]) sont non-tous nuls, on sait que : 3j € [1, k[, u; > 0.

On pose alors A = min {;l
i

i > 0}, puis, pour i € [1,k], v; = t; — Au;.
k k

De cette fagon, v1,...,v; > 0O et Zvi = Zti -0=1.
i=1 i=1

. tq 1 1
Aussi, 39 € [1,k],A = —+, d’oti v; = 0.
q
k k
— — — —
Ainsi, OM = Z tiOA; = Z v,0A; +A) u0OA; =
i=1 i=1 i=1 i

=

0,04A;+ 0 =

M»
M=

UZ‘OAZ‘.

1

Ml
= =

k
Donc M = ) " v;A;, donc M est combinaison convexe de (k — 1) points de A.

i=1
i#q
Donc M peut s’écrire (en itérant) comme combinaison convexe d’au plus (1 + dim &) points. u
Corollaire
Sous les mémes hypotheses :
1. si A est compact, alors Conv(.A) est compact;
2. si A estborné, alors Conv(.A) est borné et de méme diametre que A : §(A) = §(Conv(A)).

Démonstration :

1. Onposen =dim&, et K= {(t1,..., ty11) € [0, 1)ty + ...+ t,41 =1}
K x gntl — &
(t1, v tnr1, Al .,An+l) = AT+ Anr
D’apres le théoréme de Carathéodory, f (K x A"™1) = Conv(A).
Or f est continue, et K x A" est compact, donc Conv(.A) est compact.
2. Comme A C Conv(A),ona:é(A) < 6(Conv(A)).
Comme A est borné, il existe A € Aetr > 0, tels que A C B(A,r).
Comme B(A,r) est convexe, on a: Conv(A) C B(A,r).
Ainsi, Conv(.A) est borné.

K est compact; on définit : f :

k
SOitMECODV(.A),M:tlAl+...+tkAk,Of1A1,...,Ak E.A,tl,...,tk 20et2ti:1.
i=1

Florian LEMONNIER 1 ENS Rennes — Université Rennes 1

Diffusion a titre gratuit uniquement.



DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Soit N € A,ona: MN < AN+ ...+t AN < 5(./4) (t] +...+tk) = (5(A>
Ainsi, la distance d’un point quelconque de A & un point quelconque de Conv(.A) est inférieure &

I(A).

Soit alors P € Conv(A), MP < tjA1P+ ...+t AkP < 5(A) (t1 + ...+ tx) = 6(A).

Puis, par passage a la borne supérieure, 5(Conv(.A)) < 6(.A) donc 6(Conv(A)) = 5(A). [
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