DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Equation de la chaleur sur un anneau
Lecons : 222, 246, 235, 241

[X-ENS An4], exercice 1.28

Théoréme
Soit ug : R — R une fonction non-nulle, continue, C! par morceaux, et 27t-périodique.
du __ *u
Alors il existe une unique solution au probléme of T ox? ui soit 27t-périodique
1 P { Vx € R,u(0,x) = up(x) 1 P 1

par rapport a x et pour tout t € R, continue sur R* x R et C® sur R™* x R.

Démonstration :

Analyse : Soit u une solution du probléme posé.
Pour t € R, us : x — u(t, x) est 27r-périodique et C*, et donc elle est somme de sa série de Fourier !

+o0 ) 1
Vi€ R, Vx € Rou(tx) = ), ealt)e™ avecen(t) = o

n=—oo

27T A
/ u(t,x)e "™ dx,n € Z.
0

ou . o :
Montrons que 5 s’obtient par dérivation formelle de cette expression.
Comme pour u, on peut écrire :

vVt e R™*,Vx € R a—u(t x) = +Z°:° &n(t)e™ avec ¢, (t) = i/Zna—u(if x)e "dx,necZ
’ 7 at ’ - n n - 27_[ 0 at 7 7 .

n—=——oo

Or (t,x) — u(t, x)e™ admet une dérivée partielle par rapport a t qui soit continue sur R** x [0, 271].
Donc ¢y, est C! sur R** et ¢/, (t) = ¢,(t), ot :

veR™ e R %)= T ch(p)e,
7 7 at 7 n

n=—oo

2

o0-u
Similairement, pour t € R™*, x — 52 (t, x) est somme de sa série de Fourier, et par double intégra-
tion par parties :
4 9%u =, .
* nx
Vie R™",Vx € R,ﬁ(t,x) =— ) nlcu(t)e™.

n=—oo

A t fixé, toutes les séries considérées convergent normalement (séries de Fourier de fonctions conti-
nues et C! par morceaux).
Désormais le probleme s’écrit :

+oo 4
ViERT,VxeR0= Y (c;(t) + nzcn(t)) el
n=—oo
Ainsi, pour p € Z,Vt € R™*:
0= /zn e 1P JFZO:O (C’ (t) +n?c (t)) e"dx = Y +oo (c’ (t) +n?c (t)) /27T el(m=P)x gy
0 oo N ! @, N o

=2 (c;,(t) + pch(t)> :

En d’autres termes : Vn € Z,Vt € RY*, ¢}, (t) + n?cy(t) = 0.
Ce qui nous donne donc : Vn € Z,3a, € C,Vt € R™,¢,(t) = txne’”Zt.
Mais ug est 27r-périodique, continue et C! par morceaux, donc somme de sa série de Fourier.
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too .
Onécrit: Vx € Rup(x) = ) Cyue™.
n=—oo
En appliquant Parseval a la fonction 1y — u;, on obtient :

Vi e RT* S 2 1 7 24
€ P Z |Cn_cn(t)| =on 0 |“O(x)_ut(x)| x.

n=—oo

Notamment, V1 € Z,Vt € R**,|C, — ¢ (£)]* < % /27r 1(0,x) — u(t, x)|* dx.

On va utiliser le théoréme de convergence dominée :0

— d’une part, (t,x) — |u(0,x) —u(t, x) |2 est continue sur le compact [0,1] x [0,27], donc bornée,
donc majorée par une fonction intégrable sur [0, 277] et indépendante de ¢;

— d’autre part, Vx € [0,277], [u(0,x) — u(t,x)|* PN 0.

27
Ainsi, on obtient : / |(0,x) —u(t, x) |2 dx ﬁ)) 0, ce qui fournit ensuite, en utilisant la continuité
0 —

de la fonction ¢, sur RT :
Cn = }in&cn(t) =y (0) = ap.
—

—+o0
2 .
Ainsi, si u est solution du probléme posé, alors on a : Vt € R",Vx € R, u(t,x) = Z Cpe "t
n=—o0
oul les C,; sont les coefficients de Fourier de uy.
+00 .
Synthése : Montrons que la fonction u : (t,x) — Y Cye"'e™ convient.
n=—oo

+0oo
< |Cy| et Z |Cy| < 400 car ug est 27t-périodique, continue

n=—0o0

Ona:Vi € RY,Vx € R,|Cpe el

et C! par morceaux.
Donc la série définissant u converge normalement, donc u est bien définie et continue sur RT xR,
24 .
carVn € Z, (t,x) — Cye " e est continue.
Aussi, Vt € RT, u; est 27t-périodique.
ot 2t i kil 2k+1 2t i

. —n 1mx _ _ : —n 1mx

El’lfln, Vn € Z, W (Cne e ) = ( 1) 1n Cne e .

2 .
Soit ty > 0, Vt > to, (—1)kiln2k+’Cne7" tinx

2 1 . e e 1
< 2kt et — (2), ol on a utilisé I'inégalité :
n

1

Col = !
"o

27T

2 £
i(k—n)x d —
/O Z Cke X S 7

k=—o0

27 . 1 27
/ up(x)e "~ dx‘ < / |ug(x)| dx =: K.
0 0

Ceci est donc le terme d’une série normalement convergente sur |¢p, +-00]; la dérivation formelle y est
donc autorisée ; mais fy étant arbitraire, on obtient que u est C* sur RT* x R et que:

k+1 +00

" "u _ kil 2kl o—nt i
Vk,1 € N, W(t,x) = n:X_:oo (=D ' Cre e,
oy O _ P . X ,
D’ou, rilew R est donc solution du probleme posé. ]
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