DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Le

Formule des compléments
cons : 236, 245, 207, 235, 239

[AM], section 8.4.4

Théoréme

On rappelle qu’on définit la fonction Gamma d’Euler par :
—+o0
vz e {seCR(s) > 0},T(z) = / Flet dt
0
On a I’égalité suivante :

T
sin 7tz

Vze{s e Cl0<R(s) <1}, T(z)T(1-2z) =

On commence par montrer le lemme qui suit.

Le

mme

On a I’égalité suivante :

dt T

+o00
ve 6]0'1['/0 1+t sinna

Démonstration du lemme:

P oo dt
Va 6]0, 1[, on définit LX = /0 m
I, est bien définie car c’est I'intégrale d"une fonction mesurable positive ; on a méme I, < +co. En effet :

1
-t i) est continue sur |0, +-oo[ (donc localement intégrable) ;

1
- En0: , qui est intégrable car 0 < a < 1;

F(1+t) 50 1

— En +o0: qui est intégrable car w +1 > 1.

BT+ £) ttoo fAT1’
ON\{-1} — C
z —

On note O = C\R" et f : , oti I'on convient z¢ = r%l*® quand z = rel?, ou

z%(14-z)
0 €]0,27].

La fonction f est holomorphe sur Q\{—1} et posseéde un pole
simple en —1 avec:

Res(f,—1) = zlinjl (1+2)f(z) = (-1 —

Pour R > 1, on définit le chemin yg = Cg U IE UTRrU I, olu:

_ 1o m 3,
)

—Tg= {Reig

1

6 € [Br, 27T — 6R] }, avec Og = arcsin =~.

==

Le théoréme des résidus donne donc :

VR >1, [ f(z)dz=2ime 7™
TR
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On va passer a la limite quand R — 400
Tout d’abord :
1—a
3n 3n 1 1
1 . 1 . = R
f(z)dz| = /2 f(el(’)ieled() g/z aRdGSH( ) — — 0
Cr z R R z (%) ‘1+%eig 1— % R+
Aussi :
27 iRei@ 27T R 1—«a
= - - < —————df < 25—
T f(Z) dz ‘ 1 Or ZH—GR](G) Rueiad (1 + Relg) d@‘ 0o R= ’1 + Re1€| 0 an —1 R—>—+>oo
R2—
£(2) dz—/\/i( )dt /V e _al __dt.
+x) (+t+g)
— t*, ona:

De plus : /
NG (LT 1\
— 24 =
Comme (t+ R) ( e+ R2 P <1arctan n )) Kot
i 1

- 1}0,\/@](1‘)]( — Tpee(t )m

i
=+t
R * R—+c0
1 e
- ‘]1} 0,\/@] (t)f <R + t) < ﬂRH(t)m qui est intégrable.
Par théoréme de convergence dominée, on déduit :

I
R—lgloo If f2)
o .
Enfin, de la méme fagon, en utilisant le fait que <t — > R—+> 1?7 ona:
—+00
li dz = — fZimxI
Ri)I}:OO f( ) z ®
Donc (1 — e 27%) [, = 2izre 1", c’est-a-dire :
J——
sin 7t |
Démonstration du théoréme:
D’apres le théoréme des zéros isolés, il suffit de prouver 1’égalité pour z = « €]0,1[. Soit donc « €]0,1]
En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient
+o00 —+o00 —+o0
T(a)[(1—a)= (/ t*le fdt) (/ s %e Sds) / / s lemtS drds
0
_/+oo/+oo Sth)dsﬁ
t
On réalise le changement de variables donné par le systeme { B Ss +i et dont le jacobien vaut
- 1
1 1 1 S 1 v ov+1
d t _ = — —_ = = —_ =
ay 2)l=iva=iti=%
On en déduit donc :
400 oo dudo +o00 1 o0 +oo do
T@)(1—a) = —agu :/ 7/ *”dd:/ —
(@)I(1—a) /0 /o S | o v(v+1) ¢ = v*(v+1)
T
 sin 7w [ |
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