DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Densité des fonctions continues nulle part dérivables
Lecons : 201, 202, 205, 208, 228, 213

[ZQ], Section VIIIL.1.4.e
Théoréme

L'ensemble A des fonctions continues sur [0,1] qui ne sont dérivables en aucun point de [0,1] est
dense dans (C°([0,1]), [|-]leo) -]

Démonstration:

Comme E = C%([0,1]) est un espace de Banach, on va utiliser le lemme de Baire pour montrer A = E.
Plus précisément, on va exhiber une suite (F,),, .y telle que :

— Vn € N, F, est fermé;

— Vn € N, F, est d’intérieur vide;

- A°c | Fu

nelN

Alors on aura montré que A€ est d’intérieur vide dans E.
OnposeF, ={f € E|Ixe LLVye I |f(y) — f(x)| <nly— x|}, ou I désigne I'intervalle [0, 1].

Etape 1: Montrons d’abord que A® C U Fy.

nelN
Soit f € A€, alors f est dérivable en au moins un point xg € I.

f(x0) — f(y)
Xo—y

Et f étant continue sur I, 3N € N,Vy € I, ‘W‘ < Netdonc f € Fy.
0 —

Ainsi la quantité est bornée quand y — xo.

Ainsi, A° C | J F.
nelN

Etape 2: Soitn € N, on va maintenant montrer que F;, est fermé.
Soit ( fx)repn, une suite dans F, qui converge vers f € E.
Comme les fi sont dans F,;, ona:

Vk e N,3x, € LYy € L | fi (xk) — fe(y)| < n|xp —y| 1

Et comme I est compact, il existe une extraction ( x qui converge vers x € L.
(k) keN
Soitk € IN,

o (o) = £ < ot (xo0) = F (xow) | + | (x000) = £

< fot—Fll o =20 e

)y k—co
® (f est continue)

Donc, ;}ifgof‘ﬂk) (xq,(k)) = f(x).
Des lors, par passage a la limite dans (1)), on obtient : Vy € I, |f(x) — f(y)| < n|x —y|, donc f € F,,
puis F;, est fermé.

]étape 3: Pour tout n € N, on va finalement montrer que F; est d'intérieur vide.
Comme E est métrique, on va montrer qu’il n’existe pas de boule ouverte B(f,¢) C F, avec f € F, et
e>0,ie:
Vf € F,Ve>0,B(f,e) NF; # @

1. Quand on fait ce développement, il faut absolument étre capable de donner un exemple d'une telle fonction; allez, c’est

£ {2
271

n=0

une fois qu’on a montré que cette fonction est continue et nulle part dérivable, le théoreme de Weierstrass implique le résultat

du développement. Une application de ce théoréme est de montrer que toute fonction continue s’écrit comme somme de deux

fonctions continues nulle part dérivables.

le cadeau de la maison : Vx € R, f(x) = ,ou {x} désigne la distance de x & son entier le plus proche. Par ailleurs,

Florian LEMONNIER 1 ENS Rennes — Université Rennes 1

Diffusion a titre gratuit uniquement.



DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Soit donc f € F,, ete > 0.

Par le théoreme de Weierstrass : 3P € R[X], ||P — f|lo < %
Soit N € IN* (a4 qui on imposera une condition
par la suite) ; on définit go, fonction périodique
1
de période — telle que: £l
P N q 1 2 //\\
/
eN . 1 AN
B 7x six € |0, ZN} .
o) =9 N 1 1 E
§—7X S1X € ZI\IIN:| } ‘ } ‘ .
_ ¢ 0 1 1 3 2
Qo est continue et ||go||, = e N N 2N N
€ €
Onposeg=P+go;ona:||f —glle=[If =P =8ollew < If = Plleo + lIg0lloc < 5+ 7 <€
Donc g € B(f,¢).
Ona, pour tous x,y € I+ |g(x) —g(y)| > [go(x) = go(y)| — IP(J;() —1P(y) -
De plus, pour x € I, il existe k € [0,2N — 1], tel que x € N 5\]]
. . k k+1 eN
Puis, soit yy € [ZN’ ZN] ,alorsona: |go(x) — g0 (yx)| = - |x — yx|-
Et par le théoréme des accroissements finis, on a: [P(x) — P (yx)| < ||P||eo |X — yx|-
Par conséquent : Vx € I, 3y, € I,|g(x) — g (yx)| = (si\f - ||P’|oo> |x — Yyl
2 P'||oo
On se rend alors compte qu’il suffit d’imposer % —||P'||ec > n,ie N > w des le début
pour avoir :
Vx el 3yx € L[g(x) =g (yx)| > n|x —yx|
Ainsi, g € F§, et finalement B(f,¢) N Fs # &. [
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