DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Estimateur du maximum de vraisemblance pour le parametre
d’une loi 2/ ([0, 0])

Lecons : 263, 260, 262

Merci Caroline ![l]
Théoréme
Soient Xj,..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la loi

Py = U([0,0]), avec 6 > 0.
On note 6, I'estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6.

Alors :
1. é,; = max X;;
1<isn
2. QAn est biaisé car [Ey {@1} = ni%—le;

N : .o e~ Pops
3. 0, est fortement consistant, ce qui signifie 6, T,
n—oo

~ 1 ~ . 1
4. 0, est de vitesse pr car n (Hn — 9) ]PG—L> -& <> ;

n—00 0
262

~ ~ 2
5. Le risque quadratique de 6, vaut [Eg [(9,1 — 9> } = CESNCESI)

Démonstration :
1. Relativement a la mesure de Lebesgue sur (R*)", le modele statistique ((R+)n APy} 9>0) est do-
miné est donc admet une vraisemblance qui s’écrit :

o< <
V9>0,Ln(x1,...,xn;9)_{ 0 si0<xg, ..., x, <0 '

0 sinon
Donc l'estimateur recherché vaut ,, = max X;.[?
1<i<n

2. On va d’abord calculer la loi de GAn ;soitt € RT.

n

A
FA(t)zng(eAngt):]PG(Vieﬂl,nﬂ,xigt)zmg(xlgt)"z{ (9> sit<®

On en déduit que 6, est a densité et qu’elle vaut :

t

n n—1
fa,()=3 <9> Ljo,61 (1)
On peut désormais calculer Egy [971} :

-~ n ¢ n gt n
E = ~ = — n = — = .
o {Gn} /]R+tf911(t)dt 6"/0 Hdt 0"n+1 n+l6

Donc 6,, est un estimateur biaisé mais asymptotiquement sans biais car lim [Eg {Gn} = 0.
n—oo

1. [Un lien vers la page personnelle de Caroline ROBET. On trouvera néanmoins une partie de la démonstration dans le livre
de B. CADRE et C. VIAL — Statistique mathématique, Ellipses, 2012.

2. Vous m’autorisez a ne pas tracer la courbe sur cette page ? Promis, je la ferai au tableau.

3. C’était prévisible car 6, < 6 IPg-ps.
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3. Soite >0,ona:

Po (|0 —6]>¢) =1-Py (6-c <8, <0+¢) E]l—(FG:’(Q-FE)_Fe:’(Q—ﬁ)) :1—<1_(9;€>n>
(%)

Pour e suffisamment petit,

< 1 donc ZIF‘g(

n=1

o
0 ) converge.

~

On va utiliser le lemme de Borel-Cantelli, notons A, I'événement {

28}.

o0
. 3 3 C —
Commeng:lll’g (Ay) < oo,ona: Py (lgrl)g}fAn) =1

En d’autres termes : Ve > 0,IPyp-ps,dn € IN*,Vk > n

9‘<e.

En particulier : Vp € N, 3N, Pg-négligeable, Vw € Ny, In € N, Vk >

n, A(w)—G‘ < ;

Onposealors N = | ] Np; N est un événement Pg-négligeable et :
peIN*

Vw € N¢,Vp € N*,3n € N*,Vk > n, |6

1
w) — 9’ < =
p
. ~ Py-ps
Autrement dit,ona: 0, — 6.
n—oo

t
4. Soitt e Rt etn > > 5

~ t ~ t 9*% ! £\" _t
Pg(n(e—en)>t)ﬂ)9<9—n>9n) F@l<9—n>< - ) (1—;%)) —eh.

Donc Py (n (0—(9:,) < t) 7H—0>01—e*§,d’01‘1n (6—@) fi—éé’ (;) etdoncn (GAH —6) 3?1—?0 £ <(19)

5. Par le lemme de transfert, on a:

72 _ n+1 9n+2 n 2
]EG{Gn}_/ f"“ /t 9”n+2 n+29'

Donc le risque quadratique vaut :

Ey [(@—9)1 — I, [@2} — 20K, [9}] - <n12 —2nil+1) 62 = (n+1)2(n+2)92' .

4. On utilise ici que 6, est sans atome, car 8, possede une densité.
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