DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Théoreme des événements rares de Poisson

Lecons : 218, 241, 249, 261, 262, 264

[Ouv 1], théoréeme 7.1
[Ouv 2], théoréme 14.20

Théoréme (Evénements rares)

Soit, pour tout n € IN*, une famille finie { A, ;|1 < j < M, } d’événements indépendants.

M,
Onpose: p,; =P (A,j)etS, =) Ta,.
=1
M,

1.
On suppose .1gjla])\(4 pn]n_)—gOOethn] — A > 0.

Alors (Sy),cn+ converge en loi vers la loi P(A).

On commence par montrer le théoréme de Poisson, dont le théoréme des événements rares est une
généralisation.

Théoréme (Poisson)

On considere (S;), o+ une suite de variables aléatoires de lois B (1, py).
Si lim np, = A >0,

n— 00
Alors (Sy),,cn+ converge en loi vers la loi P(A).

Démonstration du théoréme de Poi}s\son: .
Comme np, — A,ona:p, =—+o0 )
n—00 n n
Soitk € IN, pourn > k:

P (S, =k) = (Z)pﬁ (1—pa)"* = n(nfl)..l.d(nkarl) [2+0<i>r {1_2_’_0(31)};1—1(

Orn(n—1)...(n—k+1) Eﬂ,(l)]k:nn—l n—k+1

A+o(1)]f — AF

n n on n n—00
A 1\1"* A 1 A 1 .
Et {1—71—}—0(”)} = exp {(n—k)ln (1—+0<n))] = exp [(n—k) (_n +o (n))} —Le
k
Par conséquent, IP (S, = k) 2 e A dou S, n—) P(A). m

Démonstration du théoréme des événements rares:
On va utiliser le théoreme de Lévy.
Soit n € IN*, par indépendance des A, j pour 1 < j < My, ona, pourt € R:

M, My

=11 (pn,]»e” +1-— pn,j) =11 (1 + Pu,j (eit - 1))

j=1 =1

(Psn H (PHA

]

D’ot1, en posant z = elf — 1
M”

Log (¢s, (1)) = )_ Log (1 + paz)
j=1

Par la formule de Taylor avec reste intégral, pour |z| < 1:

Ltz 1+z—v)1 -1 1 1-u
L 1 = / - d = / (1 —-1- ——zdu =z — 2/ ——d
og(l4+z)=z+ : i v=2z+ +z zu)(1+zu)zz u=z-z | ) u
1. Attention, certaines hypotheses dans le livre de Ouvrard sont inutiles.
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Comme max p,; — 0:3N € N,Vn >N, max ‘pn]z]
1<j<My 7 n—eo 1<j<M

Soitalorsn > N,

Log s, (t) l\f[p z—p? 22/1 1-u du} zZp ZZZP / LEL I
Sn = /4 — ,» = — _—
j=1 Y " Jo (1+pn]2”) " " Jo <1+pn,]'2u)2
Or, pour u € [0,1], par inégalité triangulaire : |1+ p,, jzu| > 1 pn]|z\u 1—ppjlz| > %
Donc Aﬁpz /11_7udu <Af:p2 /1|17 Zp 4/ (1—u)du —Z%p
j=1 "' Jo (1+ p,,,]-zu)2 h = "1 Jo |1+ n]zu| vl &
<2 (1?]121)\(/1;1 pn]> (]; pn,j)
AlAﬁZ/l 1=8 u=0donc1 ()1% A
insi lim ; ————— du = 0donc lim Log ¢s,(t) = lim z = Az.
n—veo = P 0 (1 + pn,jzu>2 e 089 s - A Prj =
. i P L
Donc nl1_r>ro10 ps, (t) = exp (/\ (elt - 1>) d’ou Sy 2 P(A). |
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