DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Inégalité de Hoeffding et application ]
Lecons : 253, 260, 261, 262, 229
[Ouv2], exercice 10.11
Théoréme
] Soit (X;),,cn+ une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et centrées.
De plus, on suppose que Vn € IN*, X;, est ps bornée par c;,, ot1 ¢, > 0.

n n
Onnote:Vn € N%, S, =) Xjeta, = chz
=1 =1

2
Alors Ve > 0,¥n € N*,IP (|S,]| > ¢) < 2exp <—2£ﬂ>.
n

Démonstration :
— Il va s’agir de démontrer le lemme qui suit.

Lemme

Soit X une variable aléatoire réelle, centrée, et ps bornée par 1.

On note Ly sa transformée de Laplace.
2

Ona:VteR,Lx(t) <exp (;)

Démonstration:

1-— 1
Soitt € R,ona:Vx € [-1,1],tx = x(—t)+ Lk
2 1 1+
— x
Donc, par convexité de 'exponentielle, on en déduit : Vx € [—1,1],e'* < Txeft + Tet.

Mais on sait que |X| < 1 ps; en particulier, e'X est bornée ps donc admet un moment d’ordre 1.
Ainsi, Ly est bien définie en t et :

EN-X] , EQ+X], 1. ., = S >
Lx(t) < . —cht= < - 2.
x(t) ;@ Ty e =gt =cht=), (2n)! L i =P (3 u

— Fixons n € IN*.

X; 2
On applique le lemme aux variables C—], ouj € [I,n]: vt € R, Lx;(t) = Lx; (tcj) < exp (CZ).
j C]'
Mais par indépendance des exp (tX;) pour j € [1,n], il vient :

n
VteR,Lg, (t) = ELX/U) < exp (2{1") .

— Soientt > 0ete>0;0na:S, > ¢« el > e,
Ainsi, par I'inégalité de Markov, on obtient :

E [efS1]

efe

12
P (S, > ¢) = P (ets” > ete) < =e Lg, (t) <exp (—te—i— 2{1”) .

2
ST . . € o JRT
Cette inégalité est vraie pour tout t > 0, donc en particulier pour t = _/ou —te+ o réalise son
n

minimum, d’ott: P (S, > €) < ex <€2a" - €£> = ex <—£2>
’ ‘ " S exp 22 a P 2a, )"
— Soit € > 0 quelconque.
Ona:P(|Sy| >¢e) =P (S, >¢e)+P (S, < —¢).
Mais on aurait pu appliquer tout ce qu’on vient de faire aux variables —X;, ot j € [1,n], et donc :
2
P (S, < —¢) =P (-5, >¢) <exp (—;)

n

2
Et finalement, IP (|S,| > ¢) < 2exp (_22>’ -
n
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Corollaire

Soit & > 0; on ajoute I’hypothése supplémentaire : 38 > 0,Vn € N*,a, < n?*F,

Alors : S— —> 0.

n% n—oo
Démonstration :
_ . 17202 nBe2
Soit ¢ > 0, on a, par Hoeffding : Vn € IN*,IP (|S,,| > n"¢) < 2exp ( % ) < 2exp (2
n
nbPe? 2
Mais la série ) | exp (—2> converge (par le critere de Riemann), car 3N € IN*,Vn < N, % nP > 2Inn
n>1
. nPe? 1
etdonc IN € IN", Vi < N,0 < exp 5 > I
Ainsi, la série ) P (|S,| > n¢) converge, d’o, par Borel-Cantelli :
n=1
Ve > 0,IP <limsup{|Sn| > n“s}) =0,ielP (11m1nf{|Sn| n s})
n—oo
En particulier, Vp € IN*, P ( U ﬂ { —’i‘ < }) =1.
nelN* k>n P
s s ; ol c Splw)| 1
C’est-a-dire : Vp € IN", 3N, négligeable, Vw € Np,Eln € N,Vk > n, o < E
Onposealors N = | | Np, alors N est négligeable et :
peIN*
Yw € NS, ¥p € N*,3n € N, Vk > n Sk}f:”) ’ < ;.
’ Sn ps
Ou, en d’autres termes : — 0. ]
n“ n—»00
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1. Allez, une autre application, si vous aimez les statistiques ; elle provient de la partie 3.2 du livre Statistique mathématique,
de B. CADRE et C. VIAL, paru en 2012 aux éditions Ellipses. Placons-nous dans un modele statistique (H",{Pp}gcq) avec

H C Ret® C R”. Le parametre d’intérét est () avec ¢ : ® — R une fonction continue On suppose que X, ..., X, sont
indépendantes et identiquement distribuées, de loi Py, bornées Py-ps et avec [Eg [X1] = g(6). Soit ¢ une borne Py-presque stire

de X7 — g(0). On veut un intervalle de confiance pour g(6).
n2e? ne? .
> ns) < 2exp (_W) = 2exp (_E> Soit & €]0,1],
&2

2.2
22 > iere=cy/ = ln —. Des lors, on obtient I'intervalle de confiance par excés au niveau
2 2
— cw Xn +cy/ = }
n o
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Par Hoeffding, Py (|X, — g(6)| > ¢) = Py (i <Xj —g(9))
j=1

on choisit € de sorte que & = 2 exp (

1—a,pourg(f): I, =




