DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Inversion de la transformée de Fourier
Lecons : 234, 235, 239, 240, 261
[Ouv2], section 12.3

Rappels :
R — C

1. Si u est une mesure bornée sur R?, on définit : i : ‘ b [rgei®dp(x)
R4

2. Soity € RY, si g(y — .) est p-intégrable, on définit (g 1) (y) = / ¢y —x)dpu(x).

R4

Théoréme

Soit ¢ une mesure bornée sur RY et telle que 71 € L'(A).

d
Alors u < A et sa densité (au sens de Radon-Nikodym) est : (x) = <1> /d fi(t)e M gt
R

Prérequis

1 ]xHZ) ) .
— Pouroc >0,¢,:x— exp | ——=— | est une densité de probabilité.
8o < Tﬂg) p ( 2 P

d
~ Ona:Vte R, §(t) = (\/zn) a1(f).
— Par convergence dominée : Vf € Cp, (RY) ,Vx € RY, (f x go) (x) — f(x).

oc—0

Démonstration :

d
Etape 1: On va montrer que : Vy € RY, (g, * ) (v) = (12) /]Rd ii(v)g1 (0v)e W) do.
V2

Comme g, et u sont bornées, on a bien : Yy € RY, g (y —.) € L ().

Par un changement de variable, on obtient ensuite :

wtv-—0 = () [La@es (0N E = (L) [ aiewenit -y

d
Donc (g7 * ) (y) = /]Rd (\/12?) /Rd g1(0v) exp(i(x —y,v)) dodp(x).
1y o?|v]|2
Or |g1(0v) exp(i(x —y,v))| = (ﬁ) exp (—2) est intégrable par rapporta A ® y car y est
T

o?||v]?

> > e L(A).

bornée et v — exp | —

On applique Fubini :

(8o xp) (y) = (\/%)d /]R ,§1(ov)e Y /IR L€ dp(x)do = (\/%)d /R L g1(00)e ¥ i(v)do

Etape 2: Montrons que i < A.
. d . o .
Soit f € Cx (R7), ona: /]Rdf(x) dp(x) = [ lim, (F go) (x) dp(x).

On applique le théoréme de convergence dominée, car :

(o) (] = | [ £ =)ol dy| < [ 17 =) gl dy < I © L (1) car st bormee,
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Onadonc:/IRdf(x)dy(x):lim (f * o) (x) dp(x) = lim F(y)ge(x — ) dydp(x).

c—0 JR4 c—0JR4 JR4
On applique Fubini, car |f(y)ge(x — )| < |f(¥)| ||8¢ ]|« €St # @ A-intégrable.
Ainsi

o /() dpi(x) = lim f(y)ge(x —y) du(x)dy = lim f( )/ o(y —x)dp(x)dy

c—0 JRY JIRA c—0.

— lim Rdf(y) (8o *m) (y) dy

oc—0

Maisona:

1\* .
) (=0 W] = £ | [, (5= ) Alodsa(eu)e 09 do| <

V2r

qui est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur R,
Ainsi, par convergence dominée :

vf e (RY), [ Fdn(o = [ ) lim (gox ) () dy

On a donc bien p < A.

Etape 3 : La relation précédente nous donne : i(x) = lim (g, * ) (x).

c—0

1\¢ .
. T ~ —i(x,0)
Ainsi: h(x) = lim (2 ) /d H(v)gi(ov)e do.

c—0
< (\/1271){1 o) Lt (RY).
Donc h(x) = ( ! )d [, o)) do

27T

—i{x,0)

Or |fi(v)ga (00)e
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