DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Polynomes irréductibles sur IF,
Lecons : 125, 141, 190, 123, 144

[FG], exercices 3.11 et 5.10
Théoreme
Soit p un nombre premier et r € IN*; on note g = p’, soit n € IN*.

Soit A(n, q) 'ensemble des polynomes de IF,[X] irréductibles unitaires de degré net I(n, q) = #.A(n,q)
Alors :

1. On ala factorisation suivante dans Fg[X] : X* — X =] [] P
dln PeA(d,q)

2. Notant y la fonction de M(ibius ona:I(nq)= % ZP‘ (%) q-.
dln

n
3. On en déduit alors I'équivalent : I(n, q) ~ %
n—o0

Démonstration: L
On commence bien évidemment par fixer une bonne fois pour toutes une cloture algébrique IF; de IF;, dans
laquelle on travaillera tout le long de ce développement.
1. — Soitd|n et P € A(d,q); fixons x une racine de P dans F,.

Alors K := TF;(x) est un corps de rupture de P et [K : [F;] = degP = d et donc, par unicité des
corps finis : K = F 4.
Comme FF_, est I'ensemble des racines de X7 — X et que ce polynome divise X9' — X, x est racine
de X7" — X P
Donc P ‘ X7 — X, car P étant irréductible sur un corps fini, il est a racines simples dans EH

Puis, par irréductibilité, onen déduit: ([ J] P X7 — X.
dln PeA(d,q)
— Soit P un facteur irréductible de X7' — X, de degréd > 1.
Comme X7" — X est scindé sur Fgn, P l'est aussi.

Soit x racine de P, qui est donc dans FF;u ; K := [F;(x) est un corps intermédiaire entre IF; et IF .
Onaalors : [[Fyu : K][K : Fy] = [Fgn : Fj] = netdoncd = [K: F;] divise n.

1. Pour k € IN*, on définit y par j(k) = 0 si k possede un facteur carré et y(k) = (—1)" sinon, ot r désigne alors le nombre
de facteurs premiers distincts de k.

n n_ d n
2. En effet, x1" = 2@ = () L <qu)(£] ) @) x(qd)o = 7.
3. Démontrons ce fait général :

Lemme

Si K est un corps fini ou de caractéristique nulle, et si P € K[X] est un polynome irréductible,
Alors P est a racines simples dans la cloture algébrique K de K.

En effet, soit « une racine multiple de P, alors 3Q € K[X], P = (X — «)2Q.

En dérivant, on obtient ensuite P’ = (X — a)(2Q + (X — «)Q’), donc (X — «)|P’ dans K[X].

Et finalement, (X — a)|P A P’ dans K[X].

Or P A P'|P dans K[X] etdeg P A P’ > 1, dong, par irréductibilité de P,ona: P = P A P/, et comme deg P’ < degP: P/ = 0.

Si K est de caractéristique nulle, alors P est une constante donc nul ou inversible donc non-irréductible. On a donc une
contradiction dans ce cas.

Sinon, K est de caractéristique p > 0 et P € K[XP], d'ott P(X) = R(X") = R(X)?, avec R € K[X], car le morphisme de
Frobenius est un automorphisme quand le corps est fini.

Pour terminer sur ce sujet, citons un contre-exemple sur un corps infini de caractéristique positive.

Soit P = T2 + X € Fp(X)[T].

P est irréductible, car il n’admet pas de racine dans IF,(X) (pour des problemes de parité) et qu'il est de degré 2.

P admet une racine a = /—X € F(X) etdonc P = (T — &) (T +a) = (T — a)? car F»(X) est un corps de caractéristique 2.
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Les racines de X7" — X dans IF;n sont simples donc tous les facteurs irréductibles de X7" — X dans
IF,[X] interviennent avec une multiplicité égale a 1.

)
dn PEA(d,q)

— Les deux polyndmes considérés étant unitaires, on en déduit X7 - X = H H p.

Ainsi X7" — X

dln PeA(d,q)
2 Lemme (Formule d’inversion de Mobius)
N* — R
Soit f : IN* - Retg: .
oitf N s Rerg:| 77 £
. n
AlorsVnG]N,f(n):Zy(a) =Y u(d) ( )
dln dln

Démonstration:

Soitn € N*,ona: Y u(d)g ( ) VY w@fd)= Y pdfd)=Y f(d) (2 y(d)).

dln dn d/ L dd'|n d'|n
Soit désormais k € IN*, k > 1.
On écrit k = p}' ... p;" sa décomposition en facteurs premiers, avec r > 0.

) r r 7 ; ,
Onaensuite: ) _u(d) = u(1) + )| Y y(pyl...pvi)—f—O:Z(i)(—l) =(1-1)=0.
dlk i=11<y <. <y <r i=0
Etsik=1,) u(d) = u(1) = 1, ce qui nous donne donc ) _ u(d)g (g) = f(n). m
d d|n

En regardant les degrés dans la factorisation précédente, on obtient : ¢" = Z dl(d,q).

dln
En appliquant la formule d’inversion de Mobius a la fonction f : n +— nl(n,q), on obtient :

Vn € N*,nl(n,q) Zy()

dln
8l n
3. Onposer, = 2 ;4( )q etalors : |ry] < 2 g = qu = Onseo (q[ﬂ)
d\n d i=1 q 1
d<n ; ;
Donc r, est négligeable devant ", d’ou: I(n,q9) = 1 :rn o % m
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