DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Lemme de Morse

Lecons : 158, 170, 171, 214, 215, 218
[Rou], exercice 114
Théoreme
Soit U un ouvert de R" avec 0 € U et f : U — R de classe C°.
On suppose que Df(0) = 0 et que D?£(0) est non-dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C!-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de l’origine dans IR”, tel que ¢(0) = 0
et f(x) = f(0) =uf+...+uj—u —...—uy, otu=g(x).

Démonstration :
On applique la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 1 :

Ayt
F(x) — £(0) — DF(0).x = /O ' %lf F(tx).(x, %) dt

1
Ainsi f(x) — f(0) = 'xQ(x)x, ot Q : x — / (1 — t)D?f(tx) dt est une fonction Cl.
0
On va avoir besoin du lemme suivant :

Lemme

Alors il existe V, voisinage ouvert de Ag dans S, (R) et p : V — GL,(R), de classe C?, telle que :

VA EV,A="0(A)Ap(A)

Démonstration:

Mu(R) = Sa(R)
M = 'MAM '

Pour H € M, (R), utilisant que A est symétrique,

Etape 1: Considérons x : ‘ c’est une application polynomiale, donc C'.

XT+H)—x (1) ="+ H) Ay (I, + H) — Ay = "HAo + AgH +'"HA\H
= " (AgH) + AoH + o (|| H|]?)

Ainsi Dy (I,) .H = (AoH) + AoH donc H € Ker (Dx (1)) & AoH € A,(R).

Etape 2: On aimerait appliquer le théoréme d’inversion locale a ... mais on ne peut pas.
Onpose F = {H € M;(R)|AoH € Sy(R)}.
Soit ) = x|r : F = Sy(R). 1, € F etKer (Dy (I,)) = Ker (Dx (I,)) N F = {0}.
Comme dim F = dim S, (R), Dy (), restriction de Dy (I,) & F, est bijective.
Et comme ¢ est de classe C!, par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert
U de I,, dans F tel que  soit un C!-difféomorphisme de U sur V = y(U).
On peut supposer U C GL,(RR), quitte a prendre U N U’ ot U’ est un voisinage ouvert de I,
dans GL,(R) ; un tel U’ existant par continuité de det.
Ainsi, V est un voisinage ouvert de Ag = ¢ (I,,) dans S, (R), et :

VAeV,A="9"1(A)Aw 1(A)

Et il suffit alors de poser p = 1. ]

Ici, Q(x) est toujours symétrique et Q(0) = %Dz £(0) est inversible.
Par le lemme, il existe V, voisinage de Q(0) dans S,(R) et p : V — GL,(R) de classe C!, telle que :

VA €V, A="p(A)Q(0)p(A)

1. Si on vous demande pourquoi, dites qu’il y a une dérivation sous le signe intégrale.

Florian LEMONNIER 1 ENS Rennes — Université Rennes 1

Diffusion a titre gratuit uniquement.



DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Et comme Q est continue, il existe W, voisinage de 0 dans IR", tel que :

Vx € W,Q(x) € Vet Q(x) = 'p(Q(x))Q(0)p(Q(x))
On pose alors M(x) = p(Q(x)) ety = M(x)x, on obtient : f(x) — f(0) = tyQ(0)y.

Par le théoreme d’inertie de Sylvester, 3A € GL,(R),'AQ(0)A = (%‘%) , car Q(0) est de signa-
T,

ture (p,n — p).

Alors, en posant y = Au, on obtient :
F(x) = £(0) = 'yQ(0)y = "u'AQ(0) Au =t + ...+ up —us g — ... —
Soit alors ¢ : x ++ u = A"'M(x)x; on a bien ¢(0) = 0 et ¢ est C! sur W.
Puis, pour h € W, ¢(h) — ¢(0) = A"*M(h)h — A"'M(0)0 = A=Y (M(0) +o(1))h = A"'M(0)h + o(||h]|),
donc Dg(0) = A~ M(0) qui est inversible.

On applique le théoréme d’inversion locale a ¢, qui est donc un C!-difféomorphisme entre deux voisinages
de 0 dans R™.[ |
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2. Tln’est cependant pas évident qu'il soit nécessaire d’avoir M de classe C! (ie f de classe C3) pour que ¢ soit de classe C'.
Clarifions donc tout cela.
Soientx € Weth c R" telquex+h e W:

P(x+h) = @(x) = AT M(x + h)(x +h) — A7 M(x)x
= A"Y(M(x) + DM(x).h+o(||h])) (x + k) — A~ M(x)x
= A"IM(x)h + A"H(DM(x).)x + o(||1]])

Et c’est la continuité de M et de DM qui rend continue l'application :

Do : x —> (h s AL (M(x)h + (DM(x).h)x))
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