DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Méthode des petits pas

Lecons : 224
[Rom], partie 8.5.4

Théoreme

Soit f :] —1,1]— R une fonction continue, et admettant un développement limité en 0 de la forme :

f(x) =x —axPt 4 Bx? 1 40 (x?P11), aveca > 0, € R* et p > 0.

Sous de bonnes conditions initiales, la suite définie par x,11 = f (x,) vérifie :

1 v Inn Inn (1+ p)
= - d —— - 0.
Ty pzazwwnx’”/ﬁ+o(n%> B P#

Démonstration:
Etape 1: On peut écrire f(x) = xg(x) et x — f(x) = axPT1h(x), avec g(x) et h(x) qui tendent vers 1 quand
x tend vers 0.
Ainsi, 3y > 0,Vx € [—1,14],8(x) > 0eth(x) >
En particulier, Vx €]0,7],0 < f(x) < x < 7.
10, 7] est stable par f donc si xy €]0,7], (x,) est bien définie et a valeurs dans |0, 7].

Etape 2: De plus, Vi € N,0 < x,,1 < x,,, donc (x,) est décroissante et minorée par 0.
Donc elle converge vers un point fixe I de f, car f est continue, avec ! € [0, 77].
De l'inégalité f(x) < x valable sur ]0, 7], on déduit/ = 0.

Etape 3: Soit A € R;onnote y, = x*,, — x). Des lors :

A
n+1
yn:xﬁ<(1—o¢xn+ﬁx (xip>)A—1) =X, ( )uxxn+)\,3x w(zxxﬁ)z—!—o( 2p)>

A—1
= —Aacxn+p + (AB + 7( > rx2> x,%p +o0 (xﬁp)

Cette relation ne nous intéresse vraiment que pour A = —p:
—p(-p-1) o
yn:pzx+(pﬁ+pzpzx2 xn+o( )—pzx+p Prl2_p xﬁ+o(x§)mpzx
_/_/
=Y

(Remarquons qu’on a ici utilisé le fait que x, —2 Oetp>0)
n—oo

Par téléscopage, et par le lemme de Cesaro (qui sera démontré par la suite) :

S () =L e

. 1
LN pa, d’ottxy, ~ .
H—sco n—eo p/Mpu

. . 1 _
11 s’ensuit alors facilement : ;xn

Etape 4 : On suppose désormais  # 0; comme y, = pa + pyxh(1+0(1)), ona:

n—1 n—1
Y vk =npa+py Y 2 (1+0(1)).
k=0 k=0

n—1
Onnote S, = =0 ,desorte que S, = Y x} (1+40(1)).
P k=0
- 1 1 1
Mais x}, ~ —— ~ ———— etcomme ) —— diverge, ona:

n—eo npa n—oo (n+1)pa +1

n=0
| 1 =l 1 k+2 1 Inn

~ =Y o~ — V(14— —1 1) ~
Snn—>oopo¢k§0k—|—1 n—>oop[xk§ < +k—|—1) n—>oop¢x (Hk+1 Yl—>°°p0¢ n(n—|— )n—>oo pu
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n—1
Dot )y = npa + %lnn(l +0(1)).
k=0

Puis x,, ' = npa + %Inn—i-o(lnn).

1
. _ 1 yInn Inn\\ » 1 v Inn Inn
Enfin x, = (npa) 7 (1 + Pl +o0 (n )) = i 1 2 —- +o — 1)

1 1 1
Ce qui revient a conclure : x,, = i LU ( nr ) . [

piw palypanin \ni/n

Lemme (Cesaro)

Soit (a,) € CN, une suite qui converge vers | € C.

1 n
Alors lim — a, = 1.
lim =) o =1
k=1
Démonstration :

Soite > 0;IN € N*,Vn > N, |a, — 1| < e.
Alors, pourn > N :

n n

n N
Y oag—nl| <|Y ar—NI|+| Y ax—(n—N)I|<K+ Y |ap—I|<K+(n—N)e<K+ne
k=1 k=1 k=N+1 k=N+1
=K
1& K
PuisVn > N, fZak—l < —+e
ni= n
K 1 &
Or,EiN12N,Vn>N1,E<setalorsVn>N1, EZak—l < 2e. [}
k=1
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